Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



BIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET 

Graduate Library 
University of Michigan 

Preservation Office 

Storage Number: 



ACW1896 

ULFMTBRTaBLmT/C DT 07/19/88 R/DT 07/19/88 CC STATmmE/Ll 
010: : I a 10015826 
020/1: : ] c M.3.60 
035/1: : | a (RLIN)MIUG86-B89141 
035/2: : | a (CaOTULAS)160657391 
040: : | a RPB |cRPB 1 d NIC | d MiU 
050/1:0: |aQA191 |b.N5 
100:1 : I a Netto, Eugen, ] d 1846-1919. 
245:04: ) a Die determinanten, | c von dr. Eugen Netto. 
260: : |a Leipzig, |a Berlin, |b B. G. Teubner, |cl910. 
300/1: : | a vi, 128, [2] p, | c 21 cm. 

490/1:1 : | a Mathematisch-physikalische Schriften für Ingenieure und 
studierende, hrsg. von E. }ahnke. | v 9 
650/1: 0: 1 a Determinants 

830/1: 0: 1 a Sammlung mathematisch-physikalischer Lehrbücher, | v v.9. 
998: : IcDPJ |s9124 



Scanned by Imagenes Digitales 
Nogales, AZ 

On behalf of 

Preservation Division 

The University of Michigan Libraries 



Date work Began: _ 
Camera Operator; _ 



y Google 



fflATHEMATISCH-PHYSIKALISCHE SCHÄfften 

Fi)E INdENIEURE UND STODIERKllDE 

HERAOSGEGEBBM VON E, JAHNKE 



DIE DETERMINANTEN 



De. EüQEN netto 



LEIPZIU IM) BERLIN 

DRUCK UND VERLAS YON B. G. TEÜBNER 

1910 



y Google 



COPYRIGHT 1910 BY B. &, TBUBNBE i: 



y Google 



VORWORT. 

Heutzutage, wo neben aablreicheE Monographien über Deter- 
minanten aalieKu ein jedes Lehrbuch der Arialysis, der Algebra, 
der analytischen Geometrie eine EiufüliriiBg in das Gebiet der 
Beterminantea bietet, bedarf es wohl einer Rechtfertigung, wenn 
den vielen vorhandenen eine neue Bearbeitung des StoüFes hinzu- 
gefügt wird. Diese Eechtfertigung liegt in dem Plane der Samm- 
lung, ja deren Eahmen sich das vorliegende Büchlein einfügt; 
durch eine kurze Darstellung den Ingenieur, den Techniker, den 
Studierenden in ein Wissensgebiet einzuführen. Die geforderte 
Kürze machte zweierlei notwendig. ZunBehst war die Fülle des 
Stoffes, die gerade hier sehr bedeutend ist, einer streagen Maste- 
rung zu untcrzieben, um auszuscheiden, was ein erstes Eindringen 
erschweren könnte oder verlangsamen müßte, und um zuräckau- 
behalten nur, was als Önmdpfeiler der Theorie dient oder die 
Anwendungen unterstützt und erleichtert. Hier mußte Vieles 
fallen, was an sich von Wichtigkeit und hohem Interesse ist, 
aber den aufgestellten Grundsätzen nicht entspricht. In zweiter 
Linie war die Aufmerksamkeit auf die Art der Darstellung zu 
richten; es mußte die wissenschaftliche Strenge mit der Einfach- 
heit in der Beweisführung vereint werden. Diese Forderung ließ 
sich gerade hier ohne große Schwierigkeit erfüllen; bei der Gleich- 
heit des Gedankenganges genügte es, die Richtigkeit allgemeiner 
Sätze an besonderen Fallen zu zeigen. Nur an sehr wenigen Stellen 
wurden die Beweise ganz unterdrückt; an solchen vornehmlich, 
an denen es darauf ankam, Fernblicke zu eröffnen. Sollten diese 
den einen oder den anderen Leser zu weiterem Eindringen an- 
reizen, so seien ihm als Führer empfohlen von älteren bewahrten 
Werken; Richard Baltier, Theorie und Anwendung der Deter- 
minanten, Leipzig 1881, S. Hirzel; von modernen: Gerhard 
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Kowalevski, Einfiiliruug in die Determinaiiteiitlieorie, Leipzig 
1909, Veit u. Co.; Ernesto Pascal, Die Determinanten, deutsch 
YOa H. Leitumaim, Leipzig 1900, B. G. Teuliiier; und vor allem: 
Leopold Kronecker, Vorlesungen über die Theorie der Deter- 
minanten, bearbeitet imd fortgeführt von Kurt Hensel, ein 
fundamental und tief angelegtes Wert, voa dem der erste Teil 
Leipzig 1903, B. G. Teahner, erschien. Für historische Studien 
steht obenan: Thomas Muir, The theory of determinants in the 
historical order of development, London 1909, MacmiUan and Co. 

GIESSEN, 1910. 
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Deftnition und elementare Eigenschaften 
der Determinanten. 

1. Iiiaeare numeriBOhe Gleietungen. Wir gehen voa der 
Auflösung Kweier linearen Gleidiungen mit zwei Unbekannten 
aus, etwa von den beiden folgenden numerischen Gleicliungen 

43; + 5{/ = 22, 7x + 2,v = 25. 
Multip liziei-t man die erste mit 2, die zweite mit — b und addiei-t 
die Produkte, was durch die Schreibweise 
4:x + 6y = 22;, 2 
7x + 2ij^ 25 j! —5 
angedeutet wei-den soll, so erhält man als Resultat die Gleichung 
in X allein 

(4- 2 — 7 -5)»: = 2 -22 - 5 . 20 
oder ausgerechnet 

- 273; 81, r = B. 

Bildet man ebenso eine zweite Kombination der gegebenen Glei- 
chungen, die wir ähnlich andeuten, 

ix + 5y = 22!| — 7 
7x + 2)/ = 25| 4, 
dann kommt man auf das zweite Resultat, das uns y gibt, 

(—5 -.7+ 4. 2)2/ 7-22 + 4-25 

oder ausgerechnet 

-37)/ = -54, 2/ = 2. 
Durcli das Wei-tepaar x = S, y — 2 ist dann die Lösung der vor- 
gelegten Gleiühungen geliefert. 
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Kap. I. Deflnitioa uad elementare Eigenschaften der Determiaanten. 



Bei Gleioliungea mit drei Unbekannten kann man ähnlich ver- 
fahren, wie das au dem Beispiele der drei sumerischen Qteichungen 
3a:+4j/ + « = 7, 4iB + 2)/ + Sä = 16, 2<x + by + 4z = ^ 
gezeigt werden soll. 

Wir multiplizieren die Gleichungen Ijzw. mit — 7, — 11, + 10 
und addieren die erhaltenen Produkte; dann verfahren wir ebenso 
mit den Zahlen — 10, -f 10, — 5 als Faktoren; und endlich mit 
16, —7, —10. Diese drei Operationen werden durch das sym- 
bolische Schema 

3a! + 4)/-|- s^l ;i~7|— lOi + 16 
4ä -f 2;/ -f 3s •= 16 'j — 11 + 10 ■ — 7 
2a; 4- 5y + 4s — 9 i'i -1- 10 I - 5 , — 10 

angedeutet. Die entsprechenden Resultate liefern die Werte je 
einer Unbekannten, indem die anderen beiden bei der Addition 
wegfallen. Man erhält nämlich 

_- 45a; = — 13.'); — 45y = 45; — 45.;: = — 90; 
und daraus folgt als Lösung des Gleiehungssystems das Wertetripel 

^=3, y 1, s=2. 

Die öcbwierigkeit liegt bei dieser Lösungsmethode in der richtigen 
Bestimmung der drei Fattorentripel 

— 7, —11, 4-10; —10, +10,-5; +16, -7, —10. 

2. Litterale Gleichungen. Zweireihige Determinanten. 

Die angestellten Betrachtungen verallgemeinern wir dadurch, daß 
wir in die Gleichungea statt der Zahlcnko effizienten allgemeine 
BuchstabenkoeffizienteD einführen; denn dadurch dringen wir tiefer 
in das Wesen der Methode ein und erkennen das Bildungsgesetz 
der Faktoren. Es sei also vorgelegt das System der litteralen 
Gleichungen nut x^, % als "unbekannten 
(1) diiiKi + üi^x^ = «10, «213^1 + «aaa'i. — lu^- 

Wir bilden wie oben schematisch aus ihnen zwei Kombinationen 
nach dem symbolischen Schema 



y Google 



2. Litterale Gleichunj^en. Zweireihige Determinanten, 



und erhalten dia Resultate, deren jedes nur eine Unbekanate enthält, 

Whi<hi — «iä''ai)%= — <«io«2i+ «n<»20- 
Aus ihnen kann man die Lösung des Systems (l) ia der Form 
der Quotienten 

herleiten, sobald man weiß, daß die Division erlaubt, d. h. daß 
der Ausdruck (a^jOg^ ~ "ig^ai) ^on Null verscliieden ist. Wird 
aber für besondere Werte der Koeffizienten a,^ 
(3) «ii^sa — "i8% = 0, 

so ist eine solche Division nicht erlaubt; dann hat das System (1) 
entweder keine Lösung, was a. B. heim folgenden System sich wider- 
sprechenden Gleichuiigeii Torkommt 

4a: + 5)/ = 2, 8ai + 10,y = 7; 
oder es hat unendlich viele Lösungen, wie z. B. das System der 
beiden miteinander bis auf den Faktor 2 identischen Gleichungen 

ix+ 5y — 2, 83; + 10)/= 4, 
für dessen Lösungen y beliebig und x =^ "~~r ~ genommen wer- 
den kann oder x beliebig und «/ =^ — ; — , so daß nnendlicii 
viele Lösungen vorhanden sind. 

Wir setzen jetzt den wichtigen Ausdraek, der die linke Seite 
von (3) bildet, 
(4) .,,«,-«,,«„^'«-'^^1 

und bezeichnen das eingeführte Symbol als zweireihige Deter- 
mlDaate, Die vier Größen a^^, a^j, a^j, a^^ li^ißen die Elemente 
der Determinante; sie sind in zwei Zeilen a,i, «i^ und a^^, a^^ 
als erste und zweite angeordnet und in awei Spalten «j^, a^^ 
und »jg, flgj als erste und zweite. Die Elemente ttj^, a^j bilden 
die Hauptdiagonale; aja,agi die Nebendiagonalo. Die Zeilen 
uad Spalten fassen wir unter die gemeinsame Bezeichnung Reihen 
zusammen. Was unter parallelen Reihen zu verstehen ist, ist 
wohl klar. Jeder der beidea Summanden der linken Seite von 

1* 
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4 Eap- 1. Definition und elementaieEigBnBcliafteii der Determinanten. 

(44) heißt ein Glied der Determinante; a^ittj,^ heißt das Haupt- 
gliea. 

Nun kanu man die Gleichungen (2) in der Form schreiben, 
welche das eingeführte Symbol benutzt, 

(2b) i "»»'^3 j^^^i^io-^iä' ;"ii'"in^^_ «111 «10 j 

3. Bllementare Eigeneohaften zweireihiger Determinan- 
ten. Aus der Definitionsgleichung (4) der zweireihigen Deter- 
minanten ergibt sich leicht eine Anzahl elementarer Eigenschaften 
dieses Symbols. 

I. Die Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn 
alle ihre Zeilen der Reihe nach in Spalten (also auch 
■umgekehrt: die Spalten in Zeilen) umgewandelt werdom 
Dies ergibt sich aus der Beziehung 



H, Die Determinante ändert nur ihr Vorieiehen, nicht 
aber ihren absoluten Wert, wenn in ihr zwei parallele 
Eeiheo (Zeilen oder Spalten) miteinander vertauscht 
werdem 

Denn man hat die Tier Gleichungen, aus denen sich dies un- 
mittelbar ergibt, 



l«ii.«]s I I «ia>«ii I 

III. Die Determinante verschwindet, wenn zwei Par- 
allelreihen einander gleich sind. Denn nach 11 müßte die 
Vertausehnng dieser beiden Reihen den Wert D der Determinante 
in den entgegengesetat gleichen — D überführen; wegen der Iden- 
tität der vertauschten Reihen hingegen muß J> ungeändert blei- 
ben. Beides widerspricht sieh nur dann nicht, wenn der Wert D 
der Determinante Null ist, — Der Satz folgt übrigens auch sofort 
rechnerisch aus (4), 

IV. Der Wert der Determinante multipliziert sich mit 
der Größe «, wenn alle Elemente einer Reihe (Spalte 
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3. Eigensohftften zweireiliiger Determ. 4. ßreireikige Determ. 5 

oder Zeile) mit k multipliziert werden. MaE bat uämlicli 
Da«!i (4) die Gleiolinngen 

V. Die Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn 
die sämtlichen Elemente einer Reihe (Spalte oder Zeile) 
um das g-fache der entsprechenden Elemente einer Par- 
allelreihe vermehrt werden. Dabei kann q eine beliebige 
positive oder negative Größe sein. Es wird nämlich k. B. 

; »31Ta''M) %sl 

I «II. «13 i = *ji(«as + 9»ib) — «12(021+ S%i) 

I «31+ 3aii'%+ 3«iä i = "ii^äs— »ia'*2i' 

VI. Jedes Glied der zweireihigen Determinante ist 
ein Produkt aus zwei Elementen der Determinante, von 
denen das eine der ersten, das andere der zweiten Zeile 
und gleichzeitig das eine der ersten, das andere der 
zweiten Spalte angehört. Das lehrt der Angensehein. Man 
kann den Satz aucb so aussprechen: In jedem Gliede der 
Determinante (4) treten die beiden Indizes 1 und 2 als 
vordere und auch beide als hintere Indizes auf. Insbe- 
sondere gilt dies vom Hauptgliede fflnOjj. 

4, Dreireihige Determinanten. Wir gehen nun zu den Yer- 
hSiltnissen über, die hei der Lösung von drei linearen Gleichungen 
mit drei Unbekannten auftreten. Es sei das System dreier Bueh- 
stabengleichungen vorgelegt 

1«ii% + «12% + «la-'^s = '*ii)> 

mit den drei Unbekannten Xi,x^,x^. Wir bilden, älinlich wie 
oben, schematisch die drei Kombinationen 

*u^rT~''ia*3 i *i8'''3"'''io i^^sa^aa ''aB^asl "sa^ai %i«33|''Bi"3a'~''23''3i 
agi%+aa3»3+«a3^3=»ao «ss^is-Oas^iaj^as«!— Oai^iäj^aiaia-ßaa«!! 
''3i«'i+«aa%+«33%=«aJI'»ia''s3— «i3Öaal»is«2i— «ii«23l''ii**aä~'*w'^i 
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(».) 



(6) 



6 Kap. I. Definition und elementare Eigenschaften der Determinanten. 

und erhalten dabei folgende drei Gleichungea mit je nur einer 
Unbekannten 

^iKs = »loWs^Si ~ "Sl^ä) + «So(%«ll — «Bl«!3) 
= (l,o(«21«SS - «3ä'*3l) + So(«3l'^ia — «3S»ll) 

wenn das Zeichen ^ durch eine der drei miteinander ühereiu- 
stimmenden Gleichungen 

- «ll(%8"33 - ^S^s) + "21 («aä^ia - «33«!2) 

+ asi(»iB»!i3- aisSa), 

- «laC'^sä«« — «äi^sä) + «aaC^ss«!! — «3i«ia) 

' + «83(«ii«as — «laöai) 

definiert wird. 

Ist J =1=0, so kann rean in (5a) durch J dividieren; dadurch 

erhält man die Werte für x^^x^^Xs^, die das System (5) befriedigen. 

Wird aber ^ = 0, so hat das Gleichungssystem (5) entweder 

keine Lösung oder es hat unendlich viele. Als Beispiele für diese 

beiden Fälle mögen die Systeme 

iu+ y+ z = 2, x+ if+ 2 = 2, 

2k + y + Zs=d, und baw. 2»:+ ;/ + 3s = 3, 

3ai -1- 2j; + 4s = 6, Sx + 2^ + ie = 5 

dienen. Das erste der beiden Systeme hat keine Lösung; denn 

aus seinen beiden ersten Gleichungen folgt durch Addition das 

Eesultat „ , , - 

33;+ 22/ + 4^ = 5, 

und das steht in Widerspruch mit der Forderung der dritten Glei- 
chung, nach der Sa; + 2j/ + 4.S = 6 sein soll. Das zweite System 
hat dagegen unendlich viele Lösungen; denn die dritte seiner Glei- 
chungen ist eine Folge der beiden erstea; also wird sie befriedigt 
durch alle Werte von x,y,z-, die die beiden ersten befriedigea; 
diese habe« die Lösuagen, deren Zahl unendlich groß ist, 
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5. Blementate Eigenacbafteii dreiieihigec Determiuarnten. 

x^3- 2y; Ä = - 1 +y; y 
oder 

j; = ■ ; g = ^— ; x beliebig. 

Wir setzea nuu, ähnlich wie hei 2 Gleichungen mit 2 Unbe- 
kannten, 



{7) J = . «21 033 «3S ' 






Wir bezeichnen das hierdurcb. eingefdhrfce Symbol J als drei- 
reihige DeterminaiLte und benutzen die ia der vorigen Nummer 
angegebenen Benennungen: Element, Spalte, Zeile, Eeihe, 
Hauptdiagonale, Nebendiagonale, Glied, Haupt glied auch 
hier für die entsprechenden Bildungen, die ja ersichtlich sind. 

Die Gleichungen (oa) kann man unter Benutzung des einge- 
führten Symbol» m dei Euiin schieben 

«1» (ho I «10 «1 «13 I 



(5 b) 



"si "sj "n \ 



S. Elementare Eigenschaften dreireihiger Determinan- 
ten. Aus der Definitionsgleichung (7) der dreiieihigen Deter- 
minante J folgen die iin voiigen, Paragraphen unter I bis V auf- 
geführten Eigen schatten zwein.ihigei Deteiminanten, die ohne An- 
deutung der Reiheninzahl ausgesprochen wurden, auch hier Die 
Beweise erforden nur ganz elementwe Ee hnungto wir kennen 
sie deshalb wohl ubeigphen 
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8 Kap, I. Definition und elementare Eigenacliaften der Detenninanten. 

Ah die Stelle von VI tritt der folgende Satz Yla, der jenem 
ganz entspreckead lautet; 

Via. Jedes Glied der dreireihigen Determinante ^ be- 
steht aus drei Faktoren; diese sind Elemente der Deter- 

mi t t d F kt i d rr d k m t 

je El m t j d Z 1 -n d j j d 

Spit B h jjwd !-|,hl td 

Elem tdl mt Id h Bhtb 

flj d t 1 1 d mg 1 Z 1 dl w t fi 

die d gl bj It g Vt w das El m t t lit d ß 
Z.B dElmttdl wtZl lldtt 

Splt ^fehtd k wdSt"\I hdh 

den f 1 d t 

Ylb I ] 1 fl 1 1 d h g D t m t J 

kommen alle Werte 1,2,3 unter den vorderen wie unter 
den hinteren Indizes vor. In J treten alle derart mfig- 
lichen (llieder mit Plus- oder mit Minuszeichen ver- 
sehen auch wirklich auf. 

Die Faktoren jedes Gliedes lassen sich so stellen, daß ihre 
ersten Indizes wohl geordnet, also in der Folge 1, 2, 3 erscheinen; 
die zweiten Indizes können dann irgendeine Permutation der drei 
Werte 1, 2, 3 bilden. Da für drei Element« sechs Permutationen 
bestehen, so sind sechs Glieder mögiieh, nämlich 

%i%s'*K3» ''ii''ss''3!i ^a^ai'^ssi <'ia''aa''3i! "la'^i'^sai ^hz^ii'^si'^ 
und, wie Ylb behauptet, sind diese sämtlich in J enthalten, und 
keine weiteren. 

Es kommt endlich zur vollständigen Bestimmung von J noeli 
auf die Beantwortung der Frage an, nach welchen Kegeln das 
Vorzeichen eines in seinem litteralen Teile schon bekannten Deter- 
minantengliedes zu wählen ist. Dazu verMlft uns die Einführung 
eines neuen Begriffes, den wii gleich in seiner vollen Allgemein- 
heit besprechen wollen, um die Definition der Determinanten mit 
beliebiger Keibenzahl vorzubereiten. 

6. Inversionen. Es sei eine Anzahl von untereinander ver- 
schiedenen Elementen in einer fest bestimmten Anordnung vor- 
gelegt, so daß man bei je zweien dieser Elemente stets angeben 
kann, welches von beiden das frühere und welches das spätere der 
ursprünglichen Anordnung ist; verwirklicht wird diese Anaahme 

z. B. durch Zahlen, die nach aufsteigender Größe, oder durch Buch- 
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6. Inversionen. 



Stäben die nach al[lia>ths hei Folge geordnet sind Wenn nun 
bei einer beliebigen Anordnung diesei Elemente ein len Pest 
Setzungen nacb friberes hinter einem 1patele^ steht so sagen 
wir daß eine Inveision emtiitt gleichgültig ob die betiachto 
ten bpiden Elemente unn ittelbai autemandei folgen oder ob sie 
duich andeie getrennt amd 

Zur "Übung wollen wii die Inversionen bei len 24 Pernuta 



tionea dei vier 1 
1 3 4 J I 

1 s q 4 I 

14.9 
14 4 



^141 
3 19 4 



i 1 3 
I 



1 <i abzahlen 
4 13 9 
4 1 9 i 1 



II 



> 4 III 



9 1 4 3 I 
M 1 4 



1 9 4 3 1 ni 



3 14 1 



IV 



«I 4 i 1 M, 



jn diesei Tal eile stellen du, arabischen Zahlen die Peim ititionen 
dei Elemente ] o 4 9 und die hinter ihnen itehenden lateini 
sehen dio Anzahl d r zngehjrigen Inveisioaen dai, iie eiste An 
oidnung bietet keine Inversion Mau sieht leicht, daß das Maxi 
mum dei Inver lonen be n Elementen ^ n{n — 1} beti^gt 

Die An7ahl dei m einci Änoi Inung k f j d voi 

LommeiidHn luveis onen werde stets duich da Sj hol 

[„ fi , ä o] 

beze ebnet so daß also z B gemäß dei oben aufgestellten Tabelle 
[1 3 4 9] = a [i 4 1 9] = 2 [4 9,o 1] = 5, [9,4 3 1] = fa- 
zu setzen ist. 

Aus der Bedeutung des eingeführten Zeichens folgt leicht eine 
Reihe von Relationen, von donon wir einige herausheben wollen; 
die einfachen Beweise können wir übergehen. So ist 

[.,(),,,«,. .,.,5,.^. ,»,(.,.] 

- («, |S, . . ., «, 5] + [., «] + \ß, »] + b, «] + ■■• + [(., »] 

- [ß, 7, . . ., S, »] + [«, |3] + [., 7] + [B,äJ + ■ ■ • + [i, «1 

- [«, (i !] + ß,..., «] + [«,« + ■•■ + [«, «] 

+ [|S, S] + ■ • ■ + V, ■>] 

+ [<,a + -- • + [«,«]■ 
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10 Kap.I. Definition und elementare Eigenschaften der Determinanten. 



Um diese Formeln an einem Zahlenbeispiele zu prüfen, nelimen 
wir die Relation 

[3, 5, 2, 1, 6, 4] - [3, 5, 2] + [1,6, 4] + [3, 1] + [3, 6] + [3, 4] 

+ [5, 1] + [6, 6] + [5, 4] 

4- [2, 1] + [2, 6] + [2, 4] 

und tragen in sie die Zahlenwerte der Symbole ein; eä entsteht 

dabei die Gleichung 

7=2+1+1+0+0 
+1+0+1 
+ 1 + + 0; 
und, wie es sein muß, stimmen beide Seiten überein. 

Wir wollen hier noch eine wichtige Eigenschaft der Inver- 
sionen herleiten. Vertauscht man in a, ß, y,..., q, c,t,v, ..., ra 
zwei unmittelbar aufeinander folgende Elemente, etwa p und ff, 
miteinander, so ist die Differenz der Inversion sanzahlen 

denn eine der beiden Folgen qü uad öp und nuv eine liefert eine 
Inversion, während die Stellung der übrigen Elemente gegen §, ff 
für die beiden Anordnungen pe und ffp die gleicbe bleibt. 

Vertauscht man in k, ß, ..., p, ff, t, v, ..., g> zwei Elemente, 
die duieli ein einziges drittes getrennt sind, also etwa p und v, 
so könuFu wir die Differenz der Inversio na anzahlen 
(9) [«,(J, ...,,,.,«,...,»]-[»,/!,...,(.,«,<,...,«] 
durch passende Einschiebungen als Summe von drei Differenzen 
der zuerst besprochenen Art 

+ ([.,,3,. ..,.,,,?, 

+ {[»,(;,...,.,«,?,..-,»]- 

darstellen, so daß jede nach dem s 
Die Differenz (9) hat also e 
stets ungrade. 

Ganz ähnlich können wir mit der Differenz zweier Inversions- 
anzahlen verfahren, bei der die vertauschten Elemente p und v 
durch, zwei Zwischenelemente getrennt sind. 



-[«,?,.. 


-. 0) 


e, T,. 


,,,0,]) 


-[«,(!,., 


,,0, 


p, t,. 


..,a,J) 


-b.ß... 


,,ff. 


T,p, . 


■-,«]) 


soeben Gesagtei 
der Werte ± 1 


1 gleich + 1 ist. 
, ±3, ist daher 
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7, luversion bei Elementen mit zwei Indizes. 11 

(9.) [.,(!, .,.,.,.,.,9,. ..,«]- [.,(5,..,,,,., .,«,...,»], 
indem wir sie als Summe von fünf anderen Differenzen darstellen, 
die den fünf tJmstellungen je zweier ElemeEte 
?.ö; 4i,r; e,^>; v, r; v,i5 
in der angegebenen Keilienfolge entsprechen. Daraus erhellt, daß 
(9a) einen der Werte ± 1, i 3, ±5 hat, also jedenfalls un- 
grade ist. 

Allgemein ergibt sich auf gleiche Art: Nimmt man in einer 
Elementenanordnung irgend eine Umstellung zweier Ele- 
mente vor, dann ändert sich dabei die Inversionsanzahl 
am eine ungrade Zahl. 

7, Inversion bei Elementen mit zwei Indizes. Es seien 
nan n Elemente a^; in der Anordnung 

(1») »..A»..,«.»..A---«..,i, 

gegeben, wobei die a^, aj,cg, . . ., a^ untereinander und die (5^, ß^, 
ßsf ■ ■' 1^11 untereinander verschieden sind. Wir bilden die Summe 
der Inversion s -Anzahlen 

(10») s -[,„„, «.]H-[A,()„...,(i,l. 

Gesetzt nun, man stellt in (lO) zwei Elemente a^^ und «^^,, um, ohne 
die Stellung der übrigen Elemente zu ändern, dann wird [«^ ,03 , . - . , «„] 
um eine ungrade Zahl geändert und [fJ^, ß^, . . ., |3„] ebenso, 
S also um eine grade Zahl. Bedenkt man, daß jede willkürliche 
Umordnung der Elemente a^g (10) durch eine Eeihe von Um- 
stellungen je zweier Elemente, d. h. durch Transpositionen 
bewirkt werden kann, so folgt: Bezeichnet Sias Symbol (lOa), 
so ist (- 1)* von der Anordnung der Elemente «^^ unab- 
hängig. Insbesondere kann man die Anordnung so 
treffen, daß die « oder auch die ß in natürlicher Folge 
stehen, ohne daß (— If sich ändert. 

Man sieht sofort, daß der entsprechende Satz gilt, so oft die 
Elemente a eine gerade Anzahl von Indizes besitzen, 

Beispiel. Für die Anordnungen 
«37 %5 «ifi «« % «78 «64 ißt [3,5,l,i, 2,7,6]-|-[7,5,6,l, 3,2,'i} 

= 7-1-15 = 22, 
«19 «72 «23 «55 «ii «64 "37 ). [1) 'i'i 2, 5, 4, 6, 3] -1- [6, 2, 3, 5, 1, 4, 7] 

— 9 + 9 =- 18, 
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12 Kap.T. Definition und elementare Eigenschaften der Determinanten. 

«16 "33 «37 «41 «55 «64 «72 .> [l. 2, 3, 4, 5, 6, 7] + [6, 3, 7, 1, 5, i, 2] 
= + 14 = 14, 

«41 «7s «23 «Ol «;,5 «16 «67 !. [*. ^1 2, 6, 5, 1, 3] + [1,2, 3, 4, 5, 6, T] 
= 14 + 0= 14 

ergibt sich übereinstimmend 

8. Vorzeichenfae Stimmung der Glieder von A. Die In- 

Tersionen benutzen wir jetzt zur Bestiitimttng der Vorzeichen für 
die einzelnen Summanden der dreireihigen Determiaanie 

J = «jj^ «22 fTjQ — riji «53 «32 + (»jg «2j «3j «,3 «g^ «gg 

+ «13 ^\ ''aa «13 «Sä «31 ■ 
Wir sehen dabei, daß, wenn ^„^^«bv '^^^ litterale Teil eines 
Gliedes von /} iat, das zugehörige Vorzeichen mit dem Werte der 

übereinstimmt. In der Tat ist ja für die sechs Glieder von J der 
Eeihe nacii 

(_l)[3,i,3]=_ 1, (_i)[3,i,2]=^^ 1^ (_i)[a,Ä,i]=_i. 

W'U d V 'cl ■ ■ Gl'ede- on der Form a„.«j,j«,,. 

b tmm k d d d h ^ h hen, daß mau die Fak- 

t 1 li d rst I d von «^, anordnet und 

Inu fd ttkdA d g jo'^in^'si ^^^ ^^^^ S^' 

b Ks,l dtb h f Vier dadurch, daß man 

d E It t d Is m ß das Vorzeichen gleich 

aetzt. Dev vollständige aus «„.jftyjßj; entspringende Summand 
ist daher gegehen durch 

(u) (-i)'"'-'*'''''Ovv»;;- 

Wir haben somit das Resultat erlangt: 

Die dreireihige Determinante (7) ist bestimmt durch 
(12) ^=^"'(-l)^""*'^'"i.«.^%,' 
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8. Zeichenbestimmuiig. 9. Definition d. Determ. 10. Eigens ctaften. 13 

wobei sich die Summe über alle G Permutationen c, j5, y 
der Zahlen 1, 2, 3 erstreckt. 

9. Definition der M-reihigen Determinanten. Jetzt können 
wir zur Definition der allgemeinen «-reihigen. Determinanten übet- 
gehen. Wir setzen fest: 



(VS) 



(14) 



(-l)f"'^'^ '=«1. 



wobei «, |3, 7,. . ., ö alle nX Permntatio: 
1, 2, 3, . . ., w durchläuft. Oedeuten 

zwei dieser Permutationen, die auch i 
sein können, so gehört das Produkt 



ander gleich 



1 Gliedei 



i d. 



"x,;,- 






Die Richtigkeit der letzten Behauptung folgt au 
Nr, 7 hergeleiteten Satze sofort. 

10. Elementare Eigensohaften der Determinanten. Satzl. 
Die gegebene Definition wollen wir dazu verwenden, die elemen- 
taren Eigensehaft-.en, die wir bei den zwei- und den dreireihigen 
Determinanten kennen gelernt haben, nun auch auf allgemeine 
«-reihige Determinanten auszudehnen. 

L Die Determinante A ändert ihren Wert nicht, wean 
ihre Zeilen unter Beibehaltung der gleichen Folge in 
Spalten (also auch umgekehrt: wenn die Spalten in 
Zeilen) umgewandelt werden, d. h. es gilt die Gleichung 

«II «13 Hz ■ ■ ■ "\H \ «11 "21 «31 ■ ■ ■ «Bl 

«21 «aa «33 ■ • • ^in ' «12 1^3 «Sä ■ ■ ■ «nS 
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14 Kap.L Definition und elementare Eigens chaften der Determinanten. 

In. der Tat gehören alle GKeder (l4a) au jeder der beiden Deter- 
minanten, da die Zeichenbe Stimmung für a^^j^,^«^^!,- •■«;-; imd 
für a, , a, j. . . , . a^ ^ die gleichen Werte liefert. 

Beispielshalbcr wenden wir diesen Satz auf die Determinante 
' Pn , Äa + ^feTÄs + ^fe,--- ! 

j^ fts — i9ia. Faa , As + 'fei - • ■ i 

1 Pis ~ *9]S) Pia ~ *2aa' Pa& i • ■ • '. 

I 

an, wo alle p^^ und q^g reelle Größen bedeuten soDen, und i für 
y — 1 gesetzt ist. Man erhält nach I: 

liiu ' i'is — Miäi JPis— i3i3i- ■■ I 

j^\Pn-\-i^i2. Pn , fts-*%'-- ■ . 

! i'lS + *?i8. fta + '323' Pnn > ■ ■ ■ 



.<J ändert sich also nicht, wenn man -j- i iu — i umwandelt. J ist 
daher eine reelle Größe. So wird 

\ a , b — ic, d ■}- ic ] 

~'f> + ic,f , g + ik'^ aß - a(ff^ + 7.^) - f(d' -\- e') 

\ d — ie, !) ~ ih, k ■ — lc{ly'-\- c^) 

■^ •^{hdg + 'beh-^ cdh^ ceg). 

11. Fortsetzung. Satz II und III. Man hat den Satz II: 
Die Determinante J behält ihren absoluten Wert hei, 
ändert aber ihr Vorzeichen, wenn in ihr zwei parallele 
Reihen Yertaiischt werden. 

J gehe durch Vertauschung der r**" mit der s'™ Zeile in die 
Determinante A über. Dann ist 

^ =^(- l)'-^.-'"--'-'"S««.^. ■ ■ «,■,■■ ■«"■■■ «--' 

denn durch die Umstellung der vorderen Indizes r und s wird 
die r'-" mit der s'^" Zeile vertauscht; weiter ist nach Nr. 7 
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U. Fortsetzang. Satz II und III. 



Wenn man jetzt äie Bezeichnung dei Permutation c (> 

fi v r ändert indem man (i unl w vei tauscht und 

dann den Schlußsatz aus Ifi 6 bpnutzt so entsteht 

= -^'(- 1>" ,"-....■■. ..,..)^^. ..a,^,... «, «„„ 

= — J, 
wodurch der behauptete Satz für ZeUenvertauschuBg, nach I 
dann aber auch für Spaltenyertauschung dargetan ist. — 
"Wir gehen eine Brweit«i-ung von Satz II. 
Nach dem Satze II können wir in J die Zeilen und dann auch 
die Spalten beliebig anordaon, ohne den absoluten Wert von ^ 
zu ändern. Man hat also 







»1.1, . «i,i,, ■■■,".,.. 




^0 = 


<•«. "«..■■■.'•.-,1. j_ j-^. 


Um das 


noch unbekannte Vorzeichen von J m bestimmen, be- 


trachten 


wir das Hauptglied 




^\i-,\,^-'-^^,„ 


von J(, 


nd vergleichen es mit dem GUede 




(^l)[.A^....!t[..,..,.^..*,l„^^„,_^...„,.._ 


von J. 


Diese Vergleichung ergibt das gesuchte Vorzeieiien. Da 



her gilt der Satz: 

I °ii*,''*ii*5i ■ ■ ■' \k„ I 
(15) j ''^*''""*'' ■ " ■' "^^^ j = (_ i)[i.,...,^] + [t„.. 



wenn i^, «g, ...,»„ und \, k^, . . ., \ Permutationen der 

Zahlen 1, 2, . , ,, « bedeuten. 

Atta dem Satze II folgt ferner sofort wie oben bei III, Nr. 3: 
in. Die Determinante A verschwindet, wenn zwei 

ihrer Parallelroihen einander gleich sind. 
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16 Kap.I, Definition und elementare Eigenscliafteii der Determinanten. 



12. Fortsetzung. Satz IV. Eä gilt der Satz IV: Die De- 
terminante 4 multipliziert sich mit der Größe x, wenn 
alle Elemente einer ihrer Eeihen mit v. multipliziert 
■werden. Ist die Eeihe, um die es sich handelt, etwa die zweite 
Zeile, so wird naeli (14) 



'a^"o,.- 



und damit ist der Beweis geliefert. 
So hat man z. B. 



dj, fcg, Cg, ''j, 

a^, 64, C4, (?4, 

Die Uichtiglceit dieser Gleichung erkennt man, wenn man 
erste Zeile der rechtsstehenden Determinante mit k und die e 
Spalte mit — multipliziert; die zweite Zeile mit 3. und die aw 
Spalte mit \ usw. Setzt u 



K= 1, A = 


3, fi - q^, V 


= 3» 


«-«', 


entsteht die Relation 








!„, 1,, c, ä, , 


3«i, ^, \h. 


^^.. h 




«„1,., ;.,.!.... 


q^a^, qh^, C^, 


•-. ^. 


^ 


a„ »„ c„ ■!„ h 


<fas' l^h^ l'^i 


^. i-. 




«„ !>„ «'s, <is, ', 


Ö*«.l, 'f'h, q^C^ 


t'h, '. 




«i, ^. q, (^o ^i 
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12. Furtsetznng- Satz IV. 13. Fortseti'.uug. Satz V. 


17 


Spezialisiert man noch weiter durch die Annahme g = — 


1, 


so wird 






«, —h, c, -d, e 


a, 1), c, ci, e 






-«n h> -^1. «^n ~«i 


«n öl. Ci, d,, q 






a„~b„ c,,^d,, ,, 


= aa, 6s. Ca. ^3^ h 






~a„ &s, -c„ d,,-e, 


%, Ö3, Ca, dg, ej 






a,,-h, c,,-'h. e. 


«4. 64, <;4, rfi, «4 





Pör «-reihige DeterminaHten drückt sich der hierin enthalter 
Sata folgendermaßen aus: Eine Determinante mit den Ele- 
menten «(t ändert ihren Wert nicht, wenn man jedes 
Element 0,.^ mit (— 1)' + ' multipliziert. 

13. FoTteeteung. Satz V. Es folgt V": Die Determinante 
J ändert ihren Wert nicht, wenn man sämtliche Ele- 
mente einer Reihe um das g'-fache der entsprechenden 
Elemente einer Parallelreihe vermehrt. Dabei kann q 
eine heliebige positive oder negative Größe sein. Diesen 
Satz wollen wir aus folgendem anderen herleiten: 

Va. Stimmen drei »-reihige Determinanten J^, J^ 
und Jg in (m — 1) entsprechenden parallelen Reihen 
überein, und sind die Elemente der zurückbleibenden 
«'=" Patallelreihe 



in AL^,^s,ß„.,„^„, 
in J,i|ß,+ |3,,K,+ ß„<.3- 



.««+P«, 



(16) 

Wir können, ohne der Allgemeingültigkeit des Beweises zu 
schaden, als jene m** Beihe die erste Zeile nehmen. Dann wird 

= ^1+4. 
Damit ist der Beweis von Va geliefert. — 

Ist die Eeihe ßj, (3g, ■ • ■,^„ mit einer der übrigen Parallel- 
reihen von Jj (also auch von J^ identisch, so verschwindet Jg 
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u&d elementare EigeBBchaften der Determinanten. 

nacli ni, und es wird Jz= J^. Ersetzt man in diesem Falle 
.,/5„ durch qß^, qß^^ . . ., qß^, 



j folgt 

)s ist also, ^ 



(17) 



ie V behauptet, 






i + &) 



Somit ist auch V hewieaen. — 

Durch mehrfache Aaweudung von (16) iolgt z. B. 
a, b +ß, c +y 
«n^ + ft.^i + yi 





a, l, c 




a, &, y 


- 


ai,&j,c, 


+ 


"i.'i.l'i 




»1, »i, c, 




"!■ »!. 7l 




«, |J, c 




«, P. )■ 


+ 


.„ft,«. 


+ 


«i>Pi.7i 




<.„|J„o, 




«i.Pt.r, 



el)Piiso unter Berucksiehtigung von IH 

14. Fortsetzung. Satz VI, Aus V ergibt sich Satz VI: Sil 
die Elemente zweier parallelen Reihen der Determinan 
ntsprechend proportional, dann ist J = 



nandei 
Denn ist z 



i=2''u'' 



= 9%; 



»i,==a"i 



SO subtrahiere man das g fache der l''" Zeile von der t"", wie 
wir uns kurz aber veist-ändhch ausdiucken wollen Dadurch wer- 
den alle Elemente dieser i*™ Zeile gleich 0, und da jedes Glied 
von J eins dei Element^" dei f*™ Zede als Faktor hat, so ist J-^0. 
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14. Fortsetaiing. Satz VI. 15. Adjunkten 



Als Beispiel betra^Lteii wir die vierreihige Determinante 

\l, a, b, c + d\ 

' \, ß, d, a + h \ 

I 1, Ä, a, ft + C I 
addieren wir die Summe der KWeiten und dritten Spalte zur 
vierten, so wird diese der erst-en proportional; also ist ^ = 0. 

Kapitel n. 

Adjoßkten. ^ Der Laplacesche Zerlegungssatz. 

15. Adjunkten. Jedes Glied der Determinante 



.«ü. 



■ kurzer unter Hervorheliung des Hauptgliedes auch so 

^-^±«11 «„...«„ 

oder auch noch einfacher 

J_|„„l ((,t_l,2,3 «), 

enthült ein und nnr ein Glied jeder Reihe, also insbesondere auch 
der ersten Zeile. Folglich kann, indem alle Glieder zusammen- 
gezogen werden, die dasselbe Glied der ersten Zeile enthalten, 

(1) J ^ a.i^ii + «iB^ia + «13^13 -I h öi„-4i„ 

gesetzt werden, wo dann die A^^, Ä^^, A^g, . . ., A^^^ von den Ele- 
menten der ersten Zeile frei siad. 

Der erste Koeffizient .d,^ ist leicht anzugehen. Es ist nach 
Nr. 9 (14) S. 13 

^ = ^(- iF-^'^'-'^S^V^V ■ ■«".«; 
setzt man hierin k = 1, summiert nach ß,Y^---:^ über alle 
mögliehen (n — l)! Permutationen und bedenkt, daß der Expo- 
nent von (— l) im obigen Ausdruck 
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20 Kap. n. Adjuakten, — Der Laplttceselie Zerlegungssatz, 



ll,ß,,,...,l]-[ß,,,...,S] 
ißt, da ja der Index 1 mit den darauf folgenden Indizes keine 
Inversion bildet, so ergibt sich 

das ist nach der Definition aus Nr. 9 gloicb der Determinante von 
(m — l) Keihen 



(2) 



(i,i-2,3,...,»). 



A^i entsteht also, indem maa in J die erste Zeile und die erste 
Spalte streicht. 

Bezeichnet man in ähnlicher Weise den Komplex aller Glieder 
von ^, die das Element «jt ala Faktor enthalten, durch df^A.^, 
BO folgt aus (15) Nr. 11, da ja [i, 1, 2, . . ., i — 1, i + 1, . . ,, «] 
= i — l und [ft, 1,2, ...,ft-l,/c + l, ,..,«] = fc~l ist, zu- 
nächst 



4-(-l)'+\ 



und daraus nach (2), indem man die erste Zeile und die erste 
«"-'*i tilgt, 1 



(3) J,.-(-l)'* 
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16. Adjimkten. 21 

Wir wollen A.^^ als Ädjunkte von a^/. bezeichnen. Die Ad- 
junkte ^;j gellt aus j hervor durch UnterdrückuEg der 
«'"-Zeile und der ^''''Spalte anter Hinzufßgung des Faktors 
(—1/ + * zur entstehenden (w~ l)-reihigen Determinante. 
Ordnen wir J na«h den Elementen da, a^^, • ■-, a^^ der j'"" 
Zeile, so entsteht die Entwicklung 

(4) J = a.^A^^ + ai3Aa H 1- «i«A>,i 

ordnen wir dagegen nach den Elementen der Je'™ Spalte, so 
kommt man auf die Darstellung , 

(5) J = a,i.A^^ + a^i^Ä^^ + \- %yA«i:- 

Wenn man links und rechts in (4) die Elemente der i'^" Zeile 
gleich denen der A'™ setzt, wo ifc4= * seil soll, dann wird nach HI 
Nr. 11 8. 15 die Determinante links zu Null, und man hat für 
fc = 1, 2, 3, . . ., * — 1, * + 1, . . ., w die Gleichungen 
(4a) = a,,A,, + a,,A,, + ■■. + a,„A,^ (i + h). 
Ähnlich entsteht aus (5) die Gleichungsreihe 
(5a) = «,j^i, + a,,A^, + ... + a„,A^, {i + k). 
So liefert z. B. die dreireihige Determinante 
j 2, 1, 4 I dl,, dis, ^13 I 

z/ = 3, 5, 2 = düi, ^5,5, ^aa = - 35, 
l 4, 2, 3 ; öji, dgj, äsi, \ 

falls die zu öjj gehörige Ädjunkte mit J^^ bezeichnet wird, das 
folgende Schema für die Adjunkten der Elemente 

4i=ll, zf,2 = — ], ^,3-=-14; 

z/ai = 5, ^jg = — 10, ^3 = 0, 

4i = — 18, ^33 = 8, 4s = 7; 

dann gelten die 9 Beziehungen für die Zeilen; 
2.11 — 1-1 -4.14 = — 35; 2 ■ 5 — 1 ■ 10 + 4 • = 0; 

— 2-18 +1.8 + 4-7 = 0; 

3'U — .^-l - 2-14 = 0; 3-5 - 5-10 + 2-0 35; 

— 3-18 + 5-8 -f 2-7 = 0; 

4- 11 -2-1-3- 14 = 0; 4-5-2-10 + 3-0 = 0; 
-4-18 + 2-8 + 3-7 35; 



yGoosle 



22 Kap. n. Adjunkten. — Der Laplacesohe Zerlegongesatz. 



und die 9 Beziebungen für die Spalten; 

2.11 + 3-5 — 4-16=- — 35; — 2-1— a'10 + 4'8 = 0; 

- 2-14 -f 3-0 + 4-7 = 0; 

1 ■ 11 + 5 ■ 5 — 2 ■ 18 = 0; - 1 - 1 - 5 ■ 10 + 2 - 8 = — 36; 

— 1 -14 + 5-0 + 2-7 — 0; 

4-11 + 2'5 + 3-18 = 0; — 4 - 1 — 2 ■ 10 + ;* ■ 8 = Ü; 
— 4-14+ 2-0 + 3-7 35. 

16. Besondere Fälle. Aus (4) und (5) folgt, daß J ver- 
schwindet, wenn die Elemente einer Reihe sämtlich 
gleich Null sind. Ferner sieht man: wenn die Elemente 
einer Reihe voaz/ mit einer Ausnahme yerscliwinden, so 
ist J gleicli dem Produkte des einen nicht verscliwin- 
denden Elementes und seiner Adjuiikte. Die mehrfache 
Anwendung dieses Satzes zeigt: Sind alle Elemente auf einer 
Seite der Hauptdiagonale von A gleich Null, so ist J 
gleicli seinem Hauptgliedc: 



»11 


«11, ",„ o„, . 


, 1 , an, 0, 0, 0, . . 


0, 


o,„ «„, o„, . 


. 1 ! »„, a,„ 0, 0, . . 


0, 


0, «a, «„, . 


■ ^ «äJ, «83, «33, 0, . . 


0, 


0, 0, o„, . 


-i "u, "a, «a, <'a, ■ ■ 






— «n<'"s"33«ii 



Der zweite obige Satz kann dazu dienen, eine n reihige Determi- 
nante in eine {n -|- l) leihige zu tian&formieren Em 
werden das Verfallen hinreichend klarstellen 



,«,? 


' -hf 


«,|3,1 




6 




,»,»- 


. a, 0, b 


-: «, ft,0 




-l,«,t> 


= 


), C, (i 


e, 0, i 


c,a,Q 




0, e, (i 




,0,0 


0,-1,0 


0, 0, 1 




«, a,b 




V, a, & ; = 


-i«, », !> 


= a,l,a 




-1,0,0 


- 


S,», li 


\c. ß, ä 


c, d, p 




ß, e,i 
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16. Besondere Fälle. 17. Ällgemeinea System linearer Gleichungen. 23 



Uä — 3/11 ^a-Vt] 



Ui- Vs" Vi> ^s- 



,1, 2 ! 



I 2, 3 I 



1 1.1. 1 

1 2, 3, 4 
t 3, 6, 10 , 



; 1, 0, 0, ( 

: 1, 1, 1, 1 I _ _ 

i 1,2,3, 4 ~"'"" 
; 1, 3, 6, 10) 

(i, A-= 1, 2, 3, 



1,-2, 





1, 1, 1 


- 


i^i, "„ % 




»1. Vt, tl. 


, 1. 1. 1 


= 1 1, 2, 3 




1, 3, 6 ! 



= 



Die 



17. AUgememes System linearer Gleichungen 
äln (5) und (5a) veihelten uns beiPits im. I ts u \on h linea- 
Q GleichuDgen mit t Unbekiaiiten 
Gegeben sei das 'System 



(') 






+ 



+ «1. - " 



«.1% + »..-'> + ",.■ + +'.■■ 



wir multiplizieren 
^si, ^t. ■■■j K< 
die entstehende Suma 

dieser Koeffizient verschwindet nach {5 a) 
schiedene h und wird nach (5"] für i = h z' 
sultat unserer Operationen 

Wir setzen zur Abkürzung 



^eme bleichungeu der Keite na h mit ji^j, 
und lideien die erhaltenen Piodukte. In 
laie tiiti x^ nnt dem Ejeffl-Zienten 

äi + %Jf^3S + "■ "I" '^ni-^ni' 

Also ist das Re- 
.A.. 
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24 Kap. n. AdjimkteB. — Der Laplacesche Zerlegxmgsaate. 

so daß j''^ die «-reihige Determinante ist, die aus J 
wenn man die Elemente der i"" Spalte in J 

<*iii <hii 'hi^ • ■ -1 "ni durch a^^, a^^, a^^, . . ., 0,^0 
ersetzt. Mit Benutzung dieser abkürzenden Schreibweise finden 
wir das Resultat ,„ 

Charakterisieren wir nun den „allgemeinen Pall" dadurch, daß 
keine Beziehungen unter den Koeffizienten vorhanden sind, dann 
ist J '^ 0, und wir hahen 

(.9) ^i=j-' ^2= -^ ' ■■-' ''"- j- 

als Lösung von (6). 

Zu dem Falle .i/ = wollen wir hier nur hemerken, daß bei 
Beinem Eintreten das System (7) keine endliche Lösung zuläßt, falls 
nicht zugleich alle Determinanten ^i'*', ^*', . .., ii'"J verschwinden; 
denn für endlieke Werte von x^, a^, . . ., »;„ wird jedes x^A =^<'' 
gleich Null. Auf die dann eintretenden Verhältnisse können wir 
erst später eingehen. 

18. Erweiterung des Adjunktenbegriffes. Ähnlich wie in 
Nr. 15 fragen wir nun nach dem Komplexe der Glieder von z/, 
die den Faktor fluflgg haben, und die wir mit 

bezeichnen wollen. A^^.^^ nennen wir die Adjunkte von <.\^a^^. 
Man sieht sofort, daß , , 

(10) A.,„-| "'■ ■' '"i 

«..,■•■,«..1 

ist, also gleich der (k — 2)-reJhigen Determinante, die aus A 
durch Tilgung der beiden ersten Zeilen und der beiden ersten 
Spalten entsteht. 

Genau so definieren wir .d^j. ,^ durch die Festsetzung, daß 



alle und nur die Glieder von A enthält, die a^^a^^^ als Faktor 
haben. A^^,j^ heiße die Adjunkte von «;j,ö,m- Um diese Ad- 
junkte als Determinante zu bestimmen, setzen wir nach (lö), 
Nr. U, S. 15 



yGoosle 




18, Erweiterung des Adjunkteabegriffes. 19. Minoren. 



■(-1)" 



Der Exponent von (— l) kann vereinfacht 
nämlich die leicht ersichtlichen Gleichungen 

[iJ,l,2,B, ...}^ [i,l] + i + l - 

also hat m&n ' (j^j, f(,„, 

z/ = (-l)['.'] + [*.-l + ' + ' + *^"'. j"'*' "'"" 

Daraus folgt: -4;^.,, 



„^ ist das Produkt 
in die (w — ä)-reihige Dete 



r Potei 

e aus ^ dun 



Tilgung der &" und i'"" Zeile und der Je'"" und m'"" Spalte 
entsteht. 

Achten wir auf den Esponenteu von ( — l), so folgt 

^ik-m ^ Atiim = — Amjk = + A..:U ■ 

In gleicher Art könnten wir die Adjunkten von a^^ a;„ "jjj ■ ■ ■ *''i°" 
führen. 

19. Minoren. la der vorigen Nummer stießen wir auf Deter- 
minanten, die aus z/ durch Streichung einer Ani^ahl Zeilen und 
einer gleichen Anzahl Spalten entstehen. Solche Detenninanten 
heißen Unterdeterminanten oder Suhdeterminanten oder 
Minoren von ^, Aus den Grundlehren der Komhinatorik crgiht 
sich: es hestehen für J 

(ny (n — l)'reiliige Minoren, 



(^ 


^y 




( 


•-2)- „ 


„ 


(^ 


.2.3 




(»)' 


,,-3)- „ 


■• 


(,^ 


1- u 


„ 
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26 Kap. n. Adjunkten. — Der Laplaceaolie Zeriegungesatz. 

wobei die Elemente a^^ als einreihige Minoren aufgefaßt werden. 
— Die Adjunkten sind positiv oder negativ genommene Minoren. 
20. Vorbereitungen für den Zerlegiingasatz. Es sei die 
«.-reiliige Determinante 

^_|a„l e,t_l,2,..„«) 
gegeben ; wir bilden die beiden Minoren 

4-l«i,l (i,*-l,2,...,r) 

4-|»ul (i,t-r+l,r + !l,. 
und ihr Produkt 

4^.-2(-l)'" "»,.•■■«,,■ 2(-l)" "«rtl.l ■■■»,! 

-2(-l)[".ft-.rt + ft' Oii,.a„. . . o„ «,+,,,. . . o.;; 

hier ist jeder der Indizes ß, fJ, . . ., }> iileiner als jeder der Indizes 
Ä, £, . . ., S, also wird 

[«,p,,.,r] + [j,,,..,S]-[.,(i,...,,,ä sl 

und 

d. b. das Produkt J^Jg besteht aus r^m-r)! Gliedern 
von J mit entsprechend gleichen Voraeichen. Daß diese 
r\{n — »■)! Glieder untereinander verschieden sind, ist klar. 

Das erlangte Eesnltat kann folgendermaßen erweitert werden: 

Wir setzen 
j' = I «,.J (i ^ „^, „,, . . ., „^; fc = ft, ^,, . . ., ßj, 

wo die u wie die ^ eine Permutation von 1, 2, 3, . . ., « bilden 
Bollen. Weiter seien die Minoren 

'',■- 1 «,.! C« - «.,«1. ■■■,«,!*- ft, A> ■ ■ ■, W 
4'- 1 '„> {i- ",+„ ■..,«.;*- P,+i, . . . f.)- 

von J' gegeben. Man hat dann nach (15), Nr. 11, S. 15 

ferner umfaßt nach dem soeben Bewiesenen das Produkt d^ A^ 
beider Minoren r\{n — r)\ Glieder von J'; folglich besteht 
das Produkt 
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20. Vorbereitungen für den Zertegungssat?.. 21. Fortsetzung. 27 

aus rl(n — r)l Gliedern voa J, die von einander verschieden 
und mifc dem richtigen Vorzeichen versehen sind. 

Wir wolbn dai mit richtigem Vorzeichen versehene J^' die 
Adj nkte von J m J nen en al o auch umgekehrt das mit 
r cht t,em Ze hen versehene J de \dj nkte von J^'. Das ist 
ene natmioeraaBe Er ve ternng i r n N 18, S. 24 eingeführten 
Beze chn ngen 

21 Fortsetzung '5 nd d Ze len ii J ' und die in J^' nach 
a hsend r Gr B 1er Ind ps ^ dnet so daß 

« < <« < < nnl < s<«,+3<---<^., 

da n läßt s h [ " + il einfacher darstellen. 

Es liefern «j^, dg, c^, . . ., ß,, miteinander verglichen, feeine In- 
veision und ehensowenig a^^i, n,. + ai ■■■>"« untereinander. Es 
sind daher nur a^, «g, . - -, «^ ™^^ "r+n'^r+si ■ - ■! f^^ ^u ver- 
gleichen. Dabei ruft «j, mit a^^i, "r+ä' ■ ■ ■> "h verglichen 
(«^ — l) Inversionen hervor; denn alle Zahlen 1, 2, 3, , . , , (a^ — l) 
folgen auf a^. In gleicher Weise ruft kj, mit "r+ii'^r + a' ■ ■ ■' "n 
verglichen, (c^ — 2) Inversionen hervor, da alle Zahlen 1, 2, Z, 
. . ., (kj — 1) an£ ßg folgen, ausgenommen k^, welches schon vor 
«2 steht. Ebenso ruft % genau (kj — 3) Inversionen hervor, da 
1,2,3,, .,(«3—1) mit Ausnahme von «^ und «g hinter «j stehen. 
So geht es weiter bis zu a^. Man findet daher 

[«,,«„..-, «J -(«, + «.+ •■■ + «,)- (1 + 2 + ■■■ + •■) 

Sind auch die Spalten in J,' und die in J^' nach wachsender 

Größe der Indizes geordnet, so daß für die ß die Ungleichungen 

gelten 

ßi<ßi<ß3<- ■■<§,- ™d ^,^.J<ß,^3<^, + 3<•■■<(3„, 

dann wird 

Vi, P„ ■■■,l>.^-(h + P, + ■■■ + w - '"}- '- ; 

also kann man setzen 

+((ii+ft+--- + fi,)-.-(.- + i). 

Nun ist r(r + 1) eine gerade ZaJil, dalier wird 

(_l)I..,i..,...,..It[,4,ft w_(-i)fct.,+ -'-t.,) + IAt?,t'- t,W. 
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28 Kap, II. Ädjankten. — Der Laplacesche Zerlegungssatü. 

22. Iiaplaoesoher Zerlegungssatz. Wir hatten den Minor 

■^1'= l«;il = «11 "2^ ■ ■ -^ V> '' = |3i. 1^2^ ■ ■ ■> iQ 
betrachtet. Wir wollen in ihm die Zeilen, d. h. die Werte a^, 
Kj, . . ., c^ festhalten und ihrer Größe naoh in steigender Folge 
geordnet denken; die |3^, |3g, . . ., ß^ dagegen, d. h. die r Spalten 
1 auf alle nur möglichen Arten stets nach steigender Größe 

s den n Spalten von zf ausgewählt. 
Diese Auswahl ist nach den Lehren der Kombinatorik auf 

Arten möglieh; denn sie liefert alle Kombinat Jonen r'"' Klasse 
der Elemente 1, 2, 3, . . ., n. Die q zugehörigen Determinanten 
möge. sei. ^^,_ ^^„ ^^„,_ ^ ^^,j, 

Ton ihnen hat keine mit einer anderen einen Summanden gemein- 

+ '^a'. ± "^s". ± ^st'", - ■ ■ . ± ^2'^'* 
unter richtiger Wahl der "Vorzeichen die Adjunkten der entsprechen- 
den Glieder ^j^', ^^', /i.^ , . . .. Dann enthält das Aggi'egat der 
p Produkte 

± '^i-^i ± ^''-^s" ± ^i"'^s"' ± - ■ ■ ± /Ji^^'^a'*' 
p ■ r! (m — »■)! = n\ verschiedene Glieder von ä und ist, da die 
Glieder an zahlen üb erein stimmen , direkt gleich A, So haben wir 
den Laplaceschen Zerlegangssatx gewonnen: Es ist 

(11) ^=.^{-l)'z/il^>^g(i'), 

wobei 

T = («,+ «,-1- ■ ■ - + ß,) + (^1+ ^,+ ■ ■ ■ + ßX 

^^'^^' A^?)^\a^^\ (i = ß^^„...,«„; fc = (:f,.^_i,...,(3j 
bedeutet. Die «i, «g, . . ., k^, sowie die c^^^, ...,«„ sind 
feste, ihrer Größe nach steigende Zahlen, die zusammen 
die Reihe 1,2, 3, . ..,« bilden; die f:*,, . 3, . . . , ,. durch- 
laufen alle wohl geordneten Komhinationen r*"^ Klasse 
der Elemente 1, 2, 3, . . ., w; auch ft.+i, . . ., (3„ sind nach 
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22. Laplacesohec ZerlegAiugseatz. 23. Beispiele. 



steigender Größe geordnet. Die Summierung findet über 
alle diese (M Kombinationen der ß^, . ..,ß,. statt. 

Offenbar kommt man duich dip Übeilegungen die zu diesem 
BesiiltH,te führten, auch dazu, die Fntwii-klung nach Minoien mit 
r gleichea festi-n Spalten zu machen Daza ibt es nur nötig, 
die i' als fest und die a aU Vtet.b&elnd anzunehmen 

23, Beispiele. Wir zeigen in einigen Bei'^jjielen die Wirk- 
samkeit und die Bedeutung dieses Theorems 

1. Es sei in i « a a a ' 



r = 2 und ß^ ^ 
Satze 



2; dann ist nach dem Laplaoescben 

ai C3 I la, %l I q, C3 I 



\d,, ä. 



1^1 h 



För ß^= 2, Kj— 4 



l&i, bJ 



\d, ds\ 
': c, Cj\ 

\d, dil' 



■j + (-!)" 
die Relation 

Ö , h. . 10,, a~\ ! !i , b,\ \a,, a^\ 

&j , &g I I a, ri^ I I f'ai ^3 j I f^i o^ I 
I (ij, rfj I [ C, Cg I ' I <^i, (^3 I I c, (^1 ] dg, rfj ! I c, c, I 
Setzen wir in der ersten dieser beiden Formeln die c, e^, Cj, e 
gleich den entsprechenden a, ttj, Og, Oj, so ergibt sieh, da J = ( 
wü^d, folgende Identität für 1~ 
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). U. Ädjuakteii. — Der Laplaeescbe Zerlegungssata. 



und daraus, wenn man noch die 3, den "b gleichsetzt, die folgende 
für 8 beliebige Größen: 



ö, 63 u, 



1«. «s| hl, 



|b, b^l l&a, fegl 

II. Wir legen weiter die fünfreihige Determinant« zugrunde 



\ «a, ^3, 73, ^3, ^3 I 

I «4, ß*, J-*, ö*> ^4 I 
und bezeichnen die Minoren aus den beiden ersten und die aus 
den drei letzten Zeilen je durch ihre oberste Zeile, 7.. B. 



durth ,3, S\ 



Dann liefert der Laplaeescbe Satz 



A-\',? 


!ya 


ä,. 


+ \«,s\ 


\h 


3'2' 


+ \fi,y\ 


1«! 


«!. 


+ l?,»l 


i«! 


fi. 


-!?,'! 


1«! 


P.. 


. Endliob teba 


del 





18 beliebigen Elementen gebildet ist, 
1 tt, b, c, c', 1) 

a', 6', 



.,|-!«,.ilfe 

<>'-iC,ä|l". 

«i' + lr,«!!", 
ä,H-l«,.ll«. 

folgende Determinante, die aus 
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^2 ändert sich nicht, wenn v, 
zweiten und dritten Spalte die 
fünften und vierten addieren (Nr. 13, T, S. 17 



der ersten, 
3r sechsten, bzw. 
somit folgt 





a + a, 


i + b-, c+ c 




d-i-ii:, 


. + «■, f+f 


^.- 


? + /. 


h + h', i + f 
h'+l,, i'+i, 




ä'+ d, 


s'+f, r+f, 




o'+o, 


&'+6, c'-i-c. 


Subtraliiert 


nan mn 


der sechsten die 



Eweite und Ton der vierten die dritte Zeile, so ergibt sieh 
\a + a',i + i', c + c, c, b', 
d + d\ e+e', f+f\ r, e, 



0, 



0, 



O7 



0, 



f-f\ 



- e, d — d' 

- b', a — a 



Auf diese Foi-m wenden wir den Laplaceschen Satz an, indem 
wir nach den Minoren aus den drei ersten Zeilen entwn,kiln, 
80 daß die Adjunkten den letzten drei Zeilen entnommen werden 
Von diesen Adjunkten ist nur eine einzige von Null verschieden, 
und 30 kommt man zu der Produktdarstellung 

o + o-, b + b', f + c' !-;•, i-J-, s-g'\ 
J,- d + d:,e + e,f+r ■ f-r, «-«',<!-<!' 

ff + j-, S + 4', i + i' c-e,b~ b\ a-a\ 

Im zweiten Factor vertauschen wir die erste mit der dritten Zeile, 
dann die erste mit der dritten Spalte nnd gelangen dadurch zn 
dem Schlnßresultate 



a + a,b + i',c + c 
d + d', e+c, f + f 
!, + !i', '< + *',• + •' 



\d-d', «-/, f-f 
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Kap. n. Adjunkten. — Der Lüplaceacbe Zerlegungsaatz. 



Die ui-sprüngliche Form enthält 6! = 720 Glieder, die schließlich 
erlangte 3! al = 36. 

24. Wirkung verschwindender Elemente. Das letzte 
Beispiel der YOrigen HBrnioev hat uns gezeigt, daß in der La- 
placesehen Entwicklung Ijedeutende Vereinfachungen eintreten 
köaneB, falls unter den Elementen eine Anzahl von Nallon in 
gewisser, passender Anordnung auftreten. Wir wollen die hierbei 
auftretenden Verhältnisse etwas näher untersuchen. 

Wir nehmen an, die «-reihige Determinante A sei so be- 
schaffen, daß ia S unter ihren Spalten je das i^'' und das t^ Glied 
gleich Null ist; also z. B. für w = 6 ; s = 3, (^ = 2, (j = 5 
i a, &, c, d, e, { 



, 0, 0, ('i 


0, /■, 


, &B, Cj, d^ 


e,.f. 


, '., ■•„ ä. 


'„ A 


i, 0, 0, ä^ 


0, A 


., »., t., Is 


's, Ä 



dann kann man durch Umstellung von Zeilen und von Spalten 
die s Spalten mit den Nullelementen in die vordersten Stellen 
und die t,"' und (^'^ Zeile in die obersten Stellen schieben: 
I 0, 0, 

0, 0, «4, ^4, 



^8. Cbi 



"Wendet man den Laplacese 

daß man die den beiden ersten Zeilen entnommenen Minoren der 

Entwicklung zugrunde legt, so zeigt es sich, daß nur so viele 

dieser Minoren nicht verschwinden, als es Kombinationen zweiter 

Klasse von (m — s) Spalten gibt; hier für unser Beispiel die 

Minoren 



•l, 


/i 


<^i 


/< 


i, 


f 


\ 


u 


i. 


f. 


•h 


ü 



y Google 



at.Wirkangverschwind, Elemente. 25. Verallgemein.d.Zerlegnngss. 33 



Die Zerlegung von d gestaltet sich darnn so: 






S, c, ., f j 


J, (!, e, 


-^- °^'^'J 


s„»„«„f, ! lo,,/; : 
6„ «., ',: h i ■ »., f. 






»s. 'i, '„ h i 


»S, »1. »S 



I ä^ 



\i %i ' 



Diese Betracttungen lasaeii sich ohne weiteies aul den Fall 
ausdehnen, daß alle Elemeate in denen sich s Spalten mit t Zeilen 
achneiden, gleich Null imd Es litnn dann diP Deteiminanie ala 
Aggregat yon ( f ) Produtten aus jp einem t lOihigen Minor 
und seiner (« — ()-reihigen Ädiunkte dargestellt weiden. Bei 
M < s + ( verschwindet J, hex « = i + ' ledu/ieit sich A auf 
^ges Produkt: 
0, ö, ö U, 0, a, \ , 

j 1 0, 0, c, <* i !«. Ml -^^ /"i 

0, e, /■ 'je, f, f/, /* I I c, t?] ' i i, 7: I 

I *, ^■. h '"> ' 

25. Verallgemeinerung des Zerlegungssatzes. Wir kehren 
zu der Formel (11), Nr. 22, S. 28 -zui-üekt 
J -2{- l)^^i''*U,(.'') r = („^ + . . - + „,,) + (,i, + ■ - - -V ß;). 

w 

Da .dj*!*' eine {« — j')-mhige Determinante ist, so kann maji auf 
sie wieder den Laplacesehen Satz anwenden und etwa jedes 
j4jW zerlegen in ein Aggregat von Produkten 

(/l 
wobei die J^^''^ als s-reihige Minoren von J^''*' ^^'^ ^^^ ■^a'''' ^^^ 
ihre Adjunkten in ^^'i*' zu denken sind. So kann man /l als Ag- 
gregat von Produkten aus drei Faktoren darstellen 



(11h) 



^=^+^i*''^i"''4'' 
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34 Kap. II. Adjunkteu. — Der Laplacesche Zerlegungssate. 
die Anzahl der SunimaDden auf der rechten Seite ist 

(;)'C7')=(:)("7-)=..H;e?W.- 

Die Bestimmung der Vorzeichen in (ilh) gehtnsiohder für (11) ge- 
gebeneaEegel vor sich. Man kann statt dessen folgendes bequemere 
Verfahren einschlagen. In jedem der Minoren ^^''\ ■^s**'') '^3'''' 
bestimme man das Hauptglied und bilde aus ihnen das Produkt. 
Dies heiße JT. Dann tritt in ^^W^W... das Glied 27 mit dem 
Pluszeichen versehen auf. Je nachdem II ia J auch mit diesem 
oder mit dem entgegengesetzten Zeichen vorkommt (vgl. (14 a), 
Nr, 9, S. 13) tritt in (IIb) 

+ ^ili^z/^l!'! , , . oder — J^'f'Jp . . . 
auf. 

Die Anwendung dieses Pnnaips führt auf folgenden allgemei- 
nen Satz: Sind die Determinanten 



^= >«i 


(i,S_ 1,2,3,...,«), 




4-:«ol 


(;-.„»„. ..,»,;l-(i„|S„..,,« 




4-1»»! 


(i-«,.^„. ,.,»,.,.; i-/i,.j„...,|3„,). 




^s- %1 


{<-",+.+„. .„"„.„iS-ft.^^,,...,, 


U.f) 



gegeben, so enthält die Entwicklung des Prodiiktes 

(_ i)[ö„"„. ..,«„] + y,„'^,-.-n*J ^j . z/2 ■ ^3 . . . 
anr Summanden, die Glieder von z/ sind; dabei bedeute 

beliebige Permutationen der Elemente 1, 2, 3, ...,y'. 
So liefert, da die Potenz 

(_ 1)[4,7,2,,,«,8,S] + [1,S,7,K,S,G,4J _ (_ 1^.1+ S _ _ .[ 

wird, die Entwicklung des Produktes (wo jedes ih durch a^^ 1 
1 ist) 

«, 43 . I "■ ''• '' 1 I 3G, 34 1 

— . I 17, 15, 12 ■ I 

> "■ '' i 67; 65; 62 I i ""■ " 
'! = 24 Glieder der siebenreihigen Determinante 

!%l (j,fc=l,2, 3, ..., 7). 
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-und dteireihiget Determinanten. 



Kapitel III. 

Berechmiiig der Determinanten. 

26. Bereclmung zwei- und dreireihiger Determinanten. 

Die Berechnung der zwcireiliigen Determinanten wird durch die 
D efinitionsgl eichung 



sofort geliefert. Auch die der dreireihigen Yollzieht sich ohne 
Schwierigkeit gemäß der Eormel 



flg, ig, c 






Diese Entwicklung läßt sieh leicht auf folgende Art merken: ilan 
bildet das Produkt aus a^ und seiner Adjunkten 

im Eesultate verschiebt man die Indizes 1, 2, 3 zyklisch, d. h. 
man ersetzt einen jeden durch den auf ihn folgenden und den 
letzten durch den ersten, also 1, 2, 3 bzw. durch 2, 3, 1, 
+ Ojögq— ttg&iCj 

und macht die gleiche Operation nochmals mit dem oben erhalte- 
nen Eesultate, 

■+ «3^1 Cg — «gigC^; 

Die Summe der entstandenen sechs Glieder liefert die dreireihige 



Man kann auch durch folgende Regel zum gleichen Resul- 
tate gelangen. Hinter die drei Spalten der Elemente schreibt man 
die beiden ersten nochmals nieder, erhält also dadurch die An- 

a^. \, c,, £!,, !)i, 

dj, b^, Og, «g, fca. 



y Google 



Kap. III. Berechnung der Detenuinanten, 



Nun bildet man die drei Produkte aus je drei Elemeaten, die 
parallel der Hauptdiagonale in dem Schema der Determinante 
vorlcommen, nämlich. 

(1) "j&jCg; '»1^2%; c^agfig; 

ebenso die drei Produkte aus je drei Elementen, die parallel der 
Nebendiagoaale im gleichen Schema vorkommen, nämlich 

(2) a^h^Cf-, ögCgöi; 'k'^s\> 

weiter gibt man den drei Produiten in (l) das positive, dagegen 
den drei Produkten in (2) das negative Vorzeichen und summiert 
die sechs so erhaltenen Glieder. Das Resultat ist gerade die De- 
terminante. 

27, Bereclkuung W- reuiger Determinanten. Die Ent- 
wicklung der allgemeinen «-reihigen Determinante folgt aus der 
Definition {Nr. 9, S, 13) 

-' = |%i-^(-l/%„,».^«3«.---«..„ (i,fc = l,2,3,...,«) 

Da tt^, ßg, «3, . . ., a^ alle Permutationen der Zahlen 1,2, 3,. . ., m 
durchläuft, so sind hierbei n\ Summanden zu bestimmen, also fär 
die Eeihenanzahl 

M=4, 5; 6; 7; 8; 

der Determinante ^ die Gliederanzahl 

„! = 24; 120; 720; 5040; 40320; .... 
Wie man sieht, wächst die Anzahl der Glieder sehr schnell. 
Schon für « = 4 wird die Berechnung umständlich. So ist z. B. 

2, 3, 4, 5 ' 

3, 1, 2, 4 ; 

4, 6, 3, 7 , 

5, 2, ), 4 

=+2-l-3-4— 2-1-7 ■1-2-2-6-4+2.2-7.2-f 2.4.6a— 2.4-3-2 
-3.3-3.4+3-3.7. 1-+3. 2-4-4— 3-2-7-5 — 3-4.4.1+3-4-3- 5 
+4-3-6.4-4-3-7-2— 41-4-4-1-4-1-7-5 + 4-4-4-2-4-4-6-5 
— 5-3-6-l+5-3-3-2-i-5. 1.4-1— .5-1-3-5 — 5-2 ■4.2-f5-2- 6-5 

= - 48; 
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27. Bereclmimg «-reihigerDetermmaaiten. 28.Eeduktiotidei:ReUien, 37 



nl lip Summin Iph 



dei Entwicklung äo ge^rilnet daß dip a^^ a» n, a^ ah Tierziffn^e 
Zahlen gelegten, von jedem Summanden i.nm iol^endea im Wette 
steigen Die Vorzeichpn der Summanden )n dei Entwii-klung &md 
nach. \ei allgemeinen Regel bestimmt 

28 Eeduktion der Heihen Um al>pi aunh mphiicihif^f 
Deteimmantd beiiuemeiti BfrechnunET zugin^lirli zu michea 
muB man indeie Mittel in ^nweidung bunten Zu diesen gehirt 
diiB folgende 

Wii betiaohten eine belieljif,e Eeihc dei Deteiminante etwa 
die eiste Zeili, In ihi sei dis Elpoient dei g*"" &palte al=o a^ 
das &lied oder ein Glipd des kleinsten absoluten Betiages unter 
den von Wull veisuliiedenen, die in doi er'iten Zeile YOikomm.eu 
Dann subtiahieit man von den Elementen dei ersten Spalte die 
mit einem Paktor a-j multizierten dei p ™, ^on denen dei zweiten 
die mit einem Faktoi j.^ multiplizierten dei g*™ U'iW und be 
stimmt die Faktoren a,, jg, so daß die abinlut n Werte von 

(hi — ^A^j <-h2^^2^Q7 »18 — »^s"ie' ■■■ 
sämtlich kleiner als -l-a^ oder gleich ^Oj werden; die etwa ver- 
schwindeiiden Elemente der ersten Zeile bleiben dabei gleich Null, 
und die Yielfaclien von »j werden gleich Null. 

In der so umgeformten Determinante ja/j, 1 = |(*i;t|i ^'^ nach 
Nr. 13, S. 17 mit der ursprünglich vorgelegten gleichen Wert 
hat, ist ffi,, = %fl unter den Elementen der ersten Zeile ein Glied 
größten absoluten Betrages geworden. Das Element kleinsten, aber 
von Null verschiedenen absoluten Betrages sei a^„; dies ist, ab- 
gesehen vom Vorzeichen ^ J:«io- IM^it a^^ verfährt man nun 
ebenso, wie vorher mit %„ und verringert dadurch die Beträge 
aller von Null verschiedenen Elemente, die neben a^g vorkommen. 

So f^hrfc man fort, bis alle Elemente der ersten Zeile außer 
einem zu Null geworden sind. Dann ist die sugehörige Deter- 
minante (und damit der Wert der gegebenen) gleich dem Produkte 
aus dem nicht verschwindenden Gliede der ersten Zeile in seine 
Ädjunkte, d. b. in eine Determinante von einer um 1 geringeren 
Eeihenzahl (Nr. 16, S. 22). 

Auf diese wendet man das gleiche Keduktions verfahren an, 
wobei die zu vereinfachende Reilie ganz willkürlich gewählt wer- 
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K'»! ni Berechnung der Detetic n 



den kann, und fthit so bis zui wiikli i en Ausweit ng dei vor 
gelegten Determinantp foit 

Wir wflien dieseb ^cif,pheii n dem Beispiele aus ^l 27 er 
läutern. Ge^elen se w elei die Icrt bcrpchnete Determinante 



i, 4 5 



Wir reduzieren die erste Zeile folgendermaßer 



3, —2, - 

4, +2, - 



! 7, — 2, — 4, 
^ i 0, +2,-5,-3 



-{-!).; 0, 



Lnd in der erhaltenen dreireihigen Determinante die letzte Spalte 

I'' "'' 'I 17, -4 1 

I 11, -4, 0\ ' ' ' 

= (— 3)-(- 28 + 44)" - 48; 



■ auf kürzerem Wege zu dem j 
wie in Nr. 27. 

Die Wirksamkeit der hesprodieuen Methode beruht lediglich 
darauf, daß alle Elemente einer Eeihe bis auf ein einziges zum 
Verschwinden gebracht werden. Dies kann aber häufig auch 
noch auf andere als auf die angegebene Art herbeigeführt werden. 
An der soeben behandelten Determinanten soll gezeigt werden, 
auf welche Weise dies geschehen kann. Sei wieder 
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! 4, 6, 3, 7 1 
! 5, 2, 1, 4 i 

Torgelegt. Wir subti-ahieren zuti'äuhst die Summe der ersten und 
zweiten Spalte von der vierten (wie wir kurz und ohne Befürch- 
tung eines Mißverständnisses sagen können) 



j 4, 6, 3, — 3 ' 
r die vierte Zeile von der dritten und redn- 



1 J auf eine dreireihige Determinante 



-1, 4, 2, 
I ö, 2, 1, ■ 



n-^)- 



a der dreireihigen Determinante subtrahieren wir die Summe der 
leiden letzten Zeilen von xler ersten 



l,2i = (-3)-2i 



Als aweites Beispiel nehmen 
iterminante für vier Größen a 



= (— 3)-2.8 = -48 
i sogenamitc l'otenz- 



Hier subatrahieren wir von der vierten Zeile die mit % multipli- 
zierte dritte; von der dritten die mit a:^ multiplizierte zweite 
und von der zweiten die mit at^ multiplizierte erste; so entsteht 
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40 Kap. III. Bereclmung der Deteimiuante». 

1, 1, 1, 1 

0, X, — 'A, {C. — X, , X, — X, 

P _^ ' 2 11 B II 4 1 

* 0, %* — x^x^, x^^ — %»8, Xf^ — Xj 

I 0, Xj^ — iCjXj*, Kj* — ^i*^s^' ^/ ~ ^l 

% — iKj , % — a:^ , x^ — x^ 

- «,{«,-«,), «..(«.-«,), «.fe-%) 

i 1, 1, 1 
- fe - 'i) («! - »i) fe -'t)-\ 't' '!• "i 

(IV. Nr. 12, S. 16) 
-fe-«,)fe-...)(%-^,)'P,. 
jpg hat dieselbe Konstitution wie P^; die gleiche UeduttioaB- 
methode wie hei Pj führt auf 

Folglich wird 
P._(«,-i,)(«i-i,)(ij~i,) 

(«,-«,)(«.-«,) -7J(«,-ä«,,) (.,fi-l,2,3,4) 

39. Bereclmung der Fotenzdeterminante. Wir können 
auf noch eiafachere Weise als in der Yorigen Nummer, durch 
bloße Schlüsse, gleich allgemeiu den Wert von 



der «-reihigen Potenzdeterminante angehen. P^^ ist eine ganze 
rationale Fixoktion (w — l)"" Grades von jeder der Größen a;,, 
iCa, . . ., a!„ und hat als Dimension in allen x 



+ 1 + 2 + . ■ . + (» ^ 5) + (/i - 1) = .1 rt(« - 1). 
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29. Potenz de tcrminiLnte. 30. Berei;hji. durch Falütorenalisoßderiing. 41 



Setzt man a;^ = x^, so verscliwiiidet P„ nach VI, Nr. 14, S. 18. 
Nach einem bekannten Satze der Algebra ist daher F^ durch 
jedes (x^ — xS), also durch 

IK'.-'f) (», I? - 1, 2, 3, ..„«•,■. >(!) 
teilbar. DieDimension dieses Produkts ist ^«(« — l), wiedievonP^, 
da es ^n(fir — l) lineare Faktoren enthält. Folglich unterscheidet 
es sich YOn P^ nur durch einen von den x unabhängigen Eaktor, 
d, h. in 

ist Q^ eine Konstante. 

Um diese zu hestiraman, vergleichen wir ein Glied rechts mit 
dem in den x gleichen links. Es ist 

/7(:..-^,)-(,,i-:.,)fe-=.,)fe~»,)... («.-%) 



wir nehmen das Glied heraus, das aus sämtlichen Subtrahenden 
gehüdet ist, also 

{3)(-,;r-'(~'.)-'-(~'.-,y-(--if '"""',-'',— -".-1 

und vergleichen damit das Glied + **» i '^n-i a "u-a s ■ ■ • ''i « 
der Neben diagon ale ' von P^, nämlich 

(4) (- lfn,n-l,n-ü,...,S,11^^n-l^^^-3 _ _ ^ä_^ . ^1_^ 

der Determinante P„. Man sieht sofort, daß die Inversionsanzahl 

[«., « — 1, « — 2, . . ., 2, 1] = ^-nin — l) 
ist, und daraus folgt, daß (3) gleich (4) und §„ = 1 wird. 

30. Bereolmimg durch Faktorenato sonder ung. Die 
gleiche Methode soll noch bei einer anderen Determinante in An- 
wendung gebraclit werden. Die Determinante 

,1+^1. 1, 1, 1, 1 ! 
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42 Kap. III. ßerechnung der Determinanten, 

ist in a;^ vom ersten Grade und verschwindet für a^^ ^^ wegen 
der dadurch herbeigefälirten Gleichheit der ersten und der letzten 
Zeile; also ist ä durch x^ teilbar. Das Entsprechende gilt für 
iBg, a^g, 3^4; also ist auch hier die Teilbarkeit vorhanden, und es ist 

wo Q eine Konstante bedeutet. Da J das Glied s^^x^^^fX-^ ent- 
hält, wie sich aus der Entwicklung der Hauptdiagonale ergibt, so 
muß $ = 1 sein , und man hat 



31. Bereclmiing iLach ätmlicher Methode. 
Methode der Berechnung benutzen wir bei folgende 
(vgl. Nr. 50, S. 68). 



Eine ähnliche 
■ Determinante 



Nun sei » eine fünfte Wurzel der Einheit, aber von 1 verschieden, 
also eine primitive Wurzel, etwa 

(a = eos— -\- t sm — ; 

dann addieren wir in JJ zur ersten Zeile die mit m multiplizierte 
zweite, die mit m^ multiplizierte dritte, die mit w* multiplizierte 
vierte und die mit ra* multiplizierte fünfte. Dadurch geht die 
erste Zeile über in die Eeihe der Elemente 

x^•{- mx^-\-iö^x^-\-(ö^x^ -{-td^x^, x^ -j- to% + ta^aij -\-((i^x^-\-(o^x^, 
«j + 10^3 -f m^x^ + a^Xe, + ia*x^, x^ + 103;^ -|- (o'x^ + ra^a;, + i»*a:^, 

Diese Elemente der ersten Zeile lassen sich, da w^ = 1 ist, so 
schreiben: , , , . , * , 

( a;, + Ma;5+M%+io'% + ' 

w {ai^x^ + x^-h wx^ + co'^x^ -\- . 

iö^(Bt^x^ -\- n)*a:j + a^j + wa^g + a^x^ 
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31. Berecliiiuiig nack illinlicher Mettode. 



Da alle Klammern einander gleich sind, so ist nach IV, Nr. 12, 
S. 16 



A = (^1 + u% 4- f^^t + mVs + (0%) I 



X., X,, 



Die gleichen ScbluBfolgermigeii gelten, wenn man m durch t 
oder oy; oder m*, oder w^ = 1 ersetzt. Man hat daher 



■0 



+ a;, + 3^3 + ^i +%)e, 



worin $ eine Konstante bedeutet. Ihr Wei-t wird durch die Ver- 
gleichung des Hauptgliedes von D mit dem Produlite der ersten 
Kiammersuarmanden des letzten Ausdruckes gleich, i gefunden. 
Folglich ist 

I>6=/7(%+ w^a'a+ o>^'^s+ w^"«i+ w^'^'ä) (« = 0, 1, . .-, 4). 
sich leicht, d 



a:,, . . ., a; 



(k = 0, 1, 2, ...,M — 1) 



(0 = cos \- i sin — 

annimmt, so daß m eine primitive »i'** Einheitswur7,el wird. 
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Kap. III. Berechnung der Detetminanten. 



Die gleiche Methode liefert 



^{^ 



a) (X ~ 1.'] {x — c) {x - d) . 



, d, d, d, X I 

32. Berechnung dutch den Zerlegunggeatz. Zur Berech- 
irnng der vieiTeihigen Determinanten mit Zahlenelementen läßt 
sich vorteilhaft der Laplaecsehe Zerlegungssatz vei-wenden. So 





2, 3, 


4, 5 ' 




A = 


3, 1. 

4, 6 


2, 4 ; 

3, 7 ! 






5. 2 


1, i 




3, 7; 2, 4 
1, 4 ; ~ 3, 2 


6. 7| |2, 5 
2, 4 i ^ i 3, 4 1 


6, 3i 


:;:!- = 


, 5 
, 4 


4, 3 14, 5 ; 

5, 1 1 2, 4 i 


4, 6 

5, 2 



- (-7)-5-(~8)-10-|- (— 7).0 + 2.(— 19)-7(-lli 
+ 6- (- 22) 35 + 80 — 38 -i- 77 ~ 132 — — 48, 

wie oben (Nr. 27, S. 36 und Nr. 28, S. 39). 

33. Bänderung. In dea Anwendungen dor Determinantec- 
theorie tritt nicht selten eine M-reihige Determinante 






-i«,.l 



1 BeaehuBg zu einer anderen (« + l)-reihigeE 
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32. Bereohn.daccli Zerlegung, 33. Rändeniiig. 34. Besoud.Detenn. 45 

deren zweite, abgekürzte Bezöichunng wohl keine Erklärung be- 
darf. "Wir sagen B sei dmcli Eänderung aus Ä entstanden. 
Die x^, y-,, z bilden den Rand A ^t die Adjunkte von s in B 
und wird als Keia von B bezPi hnet Bei der Entwicklung von 
B tritt e ■ Ä auf jedes weitete Glied voa B enthält ein Produkt 
ic„j/a als S'aktot wo c un 1 ß die Eeilie 1, 2, . . . , « durcblaufen. 
Der ergänzende Paktoi d h die Adjunkte von x^y^ in B ist 
gleich dem Minoi der aus A durch Tilgung der a^"'^ Zeile wnd 
der (3'°" Spalte unter Hinzuftigung Vön 

entsteht (Nv. 18, S, 25). Der ergänzende Paktor ist demnach die 
negativ genommene Adjunkte von a^ , in j4. Also ist 
■ (5) B = iA ~2\pi>^«:i (", ^ = 1, 2, . , ., «). 

Ist s = 0, so sprechen wir von einer NuUränderung. 

Die Eränderung kann auch, durch Hinzufiigung einer größeren 
Anzahl von Zeilen und von Spalten geschehen; wir sprechen auch 
dabei von einer NuUränderung , wenn alle Elemente, die gleich- 
zeitig den neuen Zeilen und den neuen Spalten angehören, gleich 
Null sind. Ist der Kern «-reihig, so verschwindet bei mehr als 
«-faeherNullrändomngdie geränderte Determinante (Nr. 24, S,33), 

34. Entwicklung einer besonderen Determinante. Mit- 
unter stößt man auch auf Determinanten von folgender Gestalt, 
in der die fl^,, frei von der Größe .r sind: 



«n + ? 



l 

i =- 9,(,:t 



Wir wollen ihre leicht ersichtliche Entwicklung aaeh täileJiden 

Potenzen von 2 angeben, rp(s) ist eine ganze Funktion w**" Grades 

von 2, deren Glied höchster Potenz s" ist. Das Glied mit ä""^ 

in (p{z) hat als Koeffizienten 

(7) «u + «,i+'- + «..-^»... 

Das Glied mit i"'^ hat als Koeffizienten die Summe 

{7a) ^ "— "■?; i„,ß_l,2,3,...,»; «</i); 
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das mit s"'^ hat als Koeffijdenteri die Summe 



(7b) ^IV "(i^ 



(«,ß,y = I, 2,. 



n;u <§<"/); 



11. 8. f.; das von « freie Glied endlich ist 
■ «ij, . . ., a,^, ! 

^ = 1 ' = >ijj (i,^ = l, 2, 3, ...,«). 

Minoren von, A, deren HauptgUeder Teuer von %i<'3si*33-''«Ha 
sind, heißen Hauptminoreu von A, Alle Summanden in (7), 
(7 a), . . , sind solche Haupt minoren. 

Kapitel IV. 

Produkt von Determinanten. 

85. Produktbildung duich den Zerlegung&aatz. Mit 
Hilfe des Laplaces hen Zerlegun^ssatzfi'i kdnn man leidit das 
Produkt zweier Deter nanten w eder in die Gestalt emei Deter- 
minante hringen. Es le cht aus das Veifahren an einem Beispiel 
zu zeigen. E.s seien d e Faktoren m dei Form 

ß, 7. ^ 



als drei- und als vierreihige Determinante 
das Produkt als siebenreihige Determinante 
X, l, c, d, rt, /, ff 
\, 6j, Cj, c\, e^, fp g^ 

■h, f*«' '^2' '^i, ^i> fi, 9i 

J>i^i= Ü, 0, 0, a, ß, y, S 



: ßu 7l, »1 I 



;o, 0, 0, 

■ 0, 0, 0, «2, f'., 73, 

!(), 0, 0, Ü,, ßl,y„ 



öj, 5i, t^, 0, 

«3, b^, Ca, 0, 

«1. ^n ^1. f'i 



. S„ %, «3. |3^ 



0. 


0, 


"] 


0. 


0, 


o! 


0, 


0, 





f, 


y> 


* 


ß, 


h 


', 


ß. 


n 


«. 


ft 


r, 


«= 



(Nr. 24; S. 33). 



yGoosle 



35. Prodviitl)iId. duroli Zerlegungsaatz. 36. Prod. mit komp. Eeiheii. 47 

Hierin sind die zwölf Großen der ersten Produktform 

''■■, «^ A 9\ 1^1, ^1, fn 9x\ d^, f^, /s, 9i 
sowie die zwölf der zweiten Form 

e, t, n\ h^ £i. ■^i; Es. ti^ n«j h' k^ % 

völlig willkürliche Größen. 

Auf diese Art, deren Wesen ja klar ist, wird das Produkt 
einer m-reiliigen und einer [i-reihigen Determinante als (m-{- (t)- 
reihige Determinante dargestellt. Naeh Nr. 16, S. 22 läßt sich 
die Reihenzahl heliehig vermehren. 

36. Produkt mit komponierten Heihen. Man gelangt 
aber auch schon bei passend gewählten Elementen durch Deter- 
minanten geringerer Eeihenzahl zum Ziele. So ist z. li, 
j (t, 6 i \ti, ß \',aa +bß , ac, +bß^ \ 

denn die Determinante auf der rechten Seite dieser Gleichung 

wird ja 

- («« + ip) («,«1 + Mi,) - («., + Sft) (a,» + \f!) 

= ao,c«i + tt&,«,5,+ Oiic,^+ ^hßßi- «('iK«i— »&iß,ß 

— a^baß^ — hb^ßß^ 
-<.6,(aft-«,fi) + o,H«i|S-«W 

Dieses Resultat regt dazu an, Determinanten von der Bildungsart 

^.= |c,J (i,h^ 1,2,3,. ..,m) 

zu hetiachteu Für n = ^ hat man also h eis piels\\ eise du- We 
staltunEf iu unteisuchon 

i%i''ii-^«S3«ia+as5«i3,03i«8i+«3="aa+%3«83'«Si«si+i'3a«83+«BB«38 

Da die auf den allgememen Fall eines behebigen n bezuglichen 
Schlüsse denen füi « = 3 durchau'! analog verlaufen, so leicht 
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es Kur Erledigung der anfgeworfenen Frage vollständig aus, sie 
für das drejreiliige ^^ durchzuführen. 

. Nach Nr. 13, S. 18 zerfällt J^ in 27 Detei-minanteii von der 
Form 



Jg=_^ asj,«j„, «ajo^^, a2,,^a. 



hierin durchlaufen jt, l und ja unabhängig voneinander die Werte 
1, 2, 3. Nun können wir die Determinanten aus (2) weiter um- 
formen (Nr. 12, S. 16) in Produkte 



(3) ^s=^ "ly.^ii^S, 



(x,i,;.==1.2,3). 



^3, 1 



Von den 27 Summanden dei leuhten Seite veischw nden alle die, 
in denen mindestens zwei dei diei Indizes k } jt einanlei gleich 
werden (Nr. 11, S. l'ij Fs hleiben ahu n ir he b ii t hei 
denen die Indizes 

i— 2131 312 
^ = 31213 IjSll 
sind. Für alle diese wird die Determiaaiite der rechl^eii Seit« 
von (3) 

i «,i, a,,, %, 
A = ±-- öai, «äSi i*ä3 ■ , 



) daß .^g durch Ä teilhar und der Quotient ^3 : Ä you deu a^,, 
" j wird. Wir dürfen daher setzen 

= «l«p«l ((.,« = 1,2,3), 

ire Annahme für die Elemente a,z. R. die folgende: 

f «nn ^ 1 

(4) \al-0 (s. — 1.2.3;? + «l 

liefert den Wert von Q; denn unter der Annahme (4) wird 
j^^ |a I und A = |a „| = 1 (^i, 3 = 1, 2, 3), 
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37. Vier Formen des Produkta. 



1 « abhäB^ge Faktor Q 



Maa hat folglich das Resultat: Das Produkt dev bwiden »- 
reihigen Determinanten 

D-|a^;| und /J = |k^jJ (x, A = 1, 2, 3, . . ., m) 

ist als ii-reiliige Determinante in der Form 

1 T-\c,.,\ (»,1-1,2,3,.,.,«) 
■^'^ U„-«,.«n+ «.>«,., + ■■■ + «„«,.. 

darstellbar. 

37, Vier Formen des Proäutts. Wenn man in J oder in 
D oder in beiden Determinanten die Zeilen au Spalten macht, 
(Nr. 10, S. 13), erhält man das Produtt noch in drei anderen 
Formsn, nämlich T = | c^j | »nit den Elementen bzw. 

(5a) C,; = cJi = «i^t^a + «äx«A2 + ■ • • + «n.«;,„ -^<^<,.'''Q 

(5b) c,, = c:\ == «,,..,, + «,,^,, + ■ ■ ■ + a,„a„, -Ä,^;. 

oder 

(5o) (Va= '^J^^ «u«i.i + "a.'-a.. + ■■■ + %.,^„, -^«;,.«,a- 



1 für w = 3 die vier Resultate 

\a, b \ I «, ß \ 

_ j «« + hß, ««, + 6^, I _ i «« + ;.<.,, ö.J -h hß^ j 
i H^o + bj, a^a^ + &,fJ^ i ^ 1 «^ß + ö^or^, a^fi -|- b^ß^\ 

I 6ß -f- bj, ba^ + b^ßi ; I &ß + öjKj, ?»(5 + bj^ß^ I ' 

Von den vier erhaltenen Produkt -Formen (5), (5a), (5b), 
(5 c) bevorzugen wir die dritte; die Gründe hierfür liegen in 
gewissen Eigentümlichkeiten der Transformationstheorie der line- 
aren Substitutionen, die wir hier noch nicht auseinandersetzen 
können. "Wenn nichts Besonderes angegeben wird, soll bei der 
Produktbildung die Forme! (5b) benutzt werden: wir sagen: „die 
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50 Kap. IV. Produkt von Determiiiantea. 

Zeilen des ersten Faktors werden mit den Spalten des 
zweiten Faktors kombiniert", kürzer „es findet Zeilen- 
Spaltenkonibination statt. 

Die vier Systeme der c^j heißen aus den Systemen der ti^^ 
und dfr a^^ komponiert, 

38 Beispiele &etzt man die «j,; gleich den entsprechenden 
0^^, so ejhdlt man das Quadrat von D. Dieses kann also auch 
auf Mei Arten ^ls Ji leihige Determinante dareestellt weiden. 
Als Beispiel möge dei Fall « = 2 dienen, dei ergibt 
lö öl" \u^-^h- aai + M, j_j a^ + '(,ö, nh -\- UA 

~|ttB+&fii, a^t + V i~ I ab+ «i&j, Ö^ + V I 

In eine interessante Form tritt das Quadrat der Potenz- 
detenninante von « Größen, die wir oben {Nr. 29, S. 40) be- 
traelitet haben, nämlich 



-!%1'-|'.'P (i-o,i,..„«-i;t-i. 

r Zeilen mit Spalten in dem Produkte 

1, Kl, V' ■ 



.-,«), 



BJ^ 



komponieren. Datei entsteht nämiicli die Gleichung 

i », I, +1, +■■• + .«., .- 

», +», H hl,, !,' + !:,'+.■■+«;.',.. 

-P.'-jV +1.' +■■■ + «;.■, V + V + -' + *.'. ■■ 
j V^' + V"' + ■ • ■ + ».""'. *i' + »!" + -■■ + *.". ■ • 

und wenn zur Ai)kiirEung die Potenzaummen der n Größen x^^ 

',' +^%'+','^ H ',' -•„ f « - 0, 1, 2, . . .) 

gesetzt werden, das einfache Resultat 

-f.' - 1 «1+1 1 (•, ' - 0, 1, 2, ■ ■ ■ , » - 1) 
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Als fenieres Beispiel för die Multiplikationsformel der Deter- 
minanten wählen wir unter Verwendung aller vier Bildungs- 
formen für das Produkt zunächst 

I «, 6 1 I ',ß\ 

]->,■,« \'\-fl',„\ 

] ßß + hß, — a(ä' + iß' I : a« — hß'y «(3 + hu 

~\aß-h'a, üa + t'ß'\~\-«ß'-f,, <.'.'- S'p 

_ at, — Vß, -aß' ~b',i' _ an +l'ß', aß -l>'a'\ 

~\aß+i„, a'u'-iß' i~ l-aß'+i«, au'-ttß [ 

Hierin setzen wir für die acht Elemente der Determinanten 

o-o, + o,t, S-4, + V. <'-'<i + «s>. P-ft + fc' /. ^--N 

o'-o,-«,i, !>'-!>,-6,i, c'-,^-«,i,ß--ß^-ß,i, ^'~' '■'' 

unter «[, «j; öj, 6g; K^, ffj; fjj, Pa reelle Größen verstellend, so 
daß a, a', ebenso b,b', ... konjugiert komplexe Größen sind. Die 
Norm einer komplexen Größe wenle, wie häufig geschieht, durch 
ein vorgesetztes N bezeichnet. Nun ist jede Norm die Summe 
zweier Quadrate 

Ifa = Ka' = u-a=^a^^ + a^^; jy6 = JV"(»'=&.ö'=(>j= + Vi ■■■ 
N{aa + Iß) - J'(o'»' + b'ß') - («« + bß) (a„' + b'f) 
- (a^c,- !•,„,+ bj,- b,ß,)' 
H- (<.,., + o,«,+ 6,|5,+ b,ß,)', 
S(all -*'„)_ fl(aß' ~ S.-) - (ii'ß ~ b'a) (aß' - 6«) 

+ («rfe ~ «.ß, - *,«> + ».",)', 

und die obige Determinantonbeziehuug nimmt die Gestalt an 
OV« + m) (J'» + Sß) - X(a, + bß) + N(a'ß - 6'«) 

- J-(<'« - »C) + »('ß + »«') 
-i-(o„-S'(J) + y(a'|S + »«) 

- iY{«« + 6-(i') + *(«■(!■- 6«); 
somit folgt der Eulersche Satz: Das Produkt aus zwei Summen 
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■von je vier Quadraten ist an£ Yier Arten ■wiederum als Summe 
von Tier Quadraten darstellltar. 

89. Produkt ungleiohreiliiger Determinanten. Da nach 
Nr. 16, S. 22 eine »w-reihige Determinante sich auf einfache 
Weise in eine «-reihige umwandeln läßt, falls « > m ist, kann 
man die abgeleitete Dfiterminanten-Produttformel, die hisher nur 
für Determinanten gleicher Beikenzahl galt, auch auf die Multi- 
plikation einer wi-reiHgen und einer M-reihigen verwenden, wenn 
«>»iist, derart, daß das Eesultat eine m-reihige Determinante wird. 

So ergibt in mannigfalti 



a, b, c 


. 


«„« 


i 


«1, ö,,c^ 


■'l^ 


? ■• i-i 


<H. \, Cg 





0. 1 : 


«, S, 


- 


«„0 




»„»„«. 


• P 


Pi,0 


- 


«,, S„ c. 


• 


V, 1 




a, 6, e 


I. 


», «, 




«i. &it f^i 


■lo 


1, 


= 


«„*„«, 


\ß 


«■■ ß, 




11, 6, c 


\° 


0, B, 




«D i'nCj 


■ : M 


1, V 


= 


«J, *„ u. 


P 


0,?, 





t +bß, aa^+bß^, au +bv -{-c 

.« + 6,|3+CiM, a^«j + b,ß^+CiV, C^ 
.a+b^ß + c,«, a^.^^+b^ß^+c,v, c^ 
VC +eß, au +b+cv, aa^+cß^ 



In allen diesen Formeln bedeuten tt und v ganz willkürliclie 
Größen. 

40. Adjunkten als Elemente. Eine weitere Anwendung 
des Produktsatzes knüpft an die Adjunkten an. 

Wir bezeichnen für die Determinante 



A-\. 



(i,lc=l,2, 3, .. ,«) 
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3. Produkt uagleiuhreihiger Determ. 40. Adjunkten ala Elemente. 53 



ivie in Nr. 15, S. 20 mit A^^ die Ädjunkte des Elementes a^j^ und 
erinnern an die dort hergeleiteten Pormeln (4) und (ia), aäm- 



(«) 



bilden wir das Produkt der beiden Determinanten 



(i + S). 



und erhalten, wie sofort zu sehen ist, wenu man auf die For- 
meln (6) achtet, für die rechte Seite das Resultat 
\ A, 0, . , ., i 



Demnach ist die «-reihige Detei 
mente A^^ die Adjunkten der Elem 

(7) 1^.,: = ^"-^ 



linante, deren Eli 
ite (i-j von A sind, 



Zu . 



ner Erweiterung von (7) gelangt man, W' 
mit der aus der 5-gIiedrigeu Determinante 



A.I (i,*-l,2 s) 

durch Eünderung entstehenden «-gliedrigen Determinante 



11- 


■ ■ 1 -^Ij,! 




5,11 


-, ^„, 


0, 0, ... , 


"+1,1- 


■■'\*>, 


, 1, 0, ..., 


.+M' 


■; \,.. 


, 0, 1, . . ., 


„1, 


■•■. ^.,,. 


0, 0, ... , 
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uEter Komposition tob Zeilen mit Spalten multipliziert, 
entstellt (Nr. 24, S. 32"j 



^,0, , . 
0, A, .. 


, 0, »,,,„, . 
, 0, »,,,„, . 


■. »1. 


0,0,.. 
0,0,.. 
0,0, . . 




■ ■ , %n 


0,0,.. 


, 0, o„« + i. 


■■■«,. 



.S+l,(, + 2,. 



('.) 



Natürlich ist niolit i 
Minor von | A^/^ | auf sol 



der in (7 a) 
i Art darstellbar. 



= 2 ergibt sich s 



Für 
(7 b) 
ist A 

und dalier für 



md p -= 2 folgt aus (7 a) 



= 0, s 



A.^A,^ — A^A^^ ^ A 

ergibt sich die Proportio 

A^^ : J.i„, = Aj^ : 

beliebige Zeilen 

: ■■•■■^;»= ^(1 

nante -4 = 0, 



■ A9 ■■ A-< 



Adjunkten 



d. h. Ist die Deti 

entsprechender Elemente je zweier Parallelreihi 
ander proportional. Natürlich hat der Satz nur dann 
Inhalt, wenn nicht mit A aagleich alle A^^ versehwinden. 
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41. Verallgemeinerung der Komposition. In Hr. 37, S. 49 

hatten wir durch Zeilen- Spalten-Kombination «^ Größen 

%.=Ä,V (*,^ = 1,2,,..,«) 

aus dem Systeme der a und dem der tt hergeleitet und die C;^ zu 
Elementen einer jj-reihigen Detemkinante ■ c^j j gemacht. Dabei 
dnrcblief auch p die Werte 1, 2, . . ., n. 

Wenn wir nun aber den Indes ^ die Werte 1,2,-. -, »» durch- 
laufen lassen, wo iw + « ist, so werden dabei «^ Werte c^j be- 
stimmt; also ist auch jetzt nocli die Bildung der Determinante 

i«,.| 0,i_l,2,...,«) 
möglich, und die Frage liet^t nahe, welchen Wert diese Determi- 
nante annimmt. Dei bei ) i = f zum Zweuke dei Berechnung em 
geschlagene Weg dei Zerlegun" fuhrt hiei gleichfalls zum Ziele 

Wir nehmen, was füi die Heileitnng des allgemeinen Satzes 
ausreicht, w — 3 und m einmal gleirh 3 das andere Mal gleich 4 
Es trennen sieh i .wnlich hier die beiden Ftllle » -^ und n > n 
Deshalb müssen wn zwe Beispiele behanleln 

Im eiston Falle — 3 ) = > i t 

^A= 1 + f i 

''ll + ^13"311 «ll'^lä + '^'vi"3i' H\Hli + "ls''S3 

«11 + «aa''3i' 'hi'^ii "1" ""sä^as' ^i"is + ''äa^M i i 
''si^u + "sa^an <*Bi"ia + ''33%«' '*3i''i3 "r "sä^sa ; 
die rechte Seite zei-föllt in acht Summanden 

-2\ZZ'LZZC\ (»,i, 1.-1,3; 



-2',,' 

da jede der Detennmanten stets zwei gleiche Spidteii entliält 
(vgl. den Schluß Ton Nr. 13, S. 18). 

Zweitens sei H = 3, jh = 4. Dafür wird 
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Kap. IV. ProdTikt v 



1 DetermiiiaDten. 






in dieser Somme (lurchlanfeD k, i, (i unabkängig voneiaaader die 
Werte 1, 2, 3, 4; sie umfaßt also 4^ = 64 Simmanden. Von 
ihnen verschwinden alle die, bei denen zwei oder mehrere der 
Indizes », l, ft einander gleich werden. Es bleiben demnach nur 
4 ■ 3 ■ 2 = 24 Ton Null verschiedene Determinanten rechts zurück. 
Diese treten in Gruppen von je sechs zusammen, bei denen die 
Determinanten sich gar nicht oder n\ir durch das Vorzeichen von- 
einander unterscheiden. Es gehören demnach in eine Gruppe die 
Summanden, welche ans einem unter ihnen durch bloße Permu- 
tation der Indizes x, i, (i entstehen. Faßt man die Summanden 
jetler Gruppe in je ein Glied zusammen, so erhält man 



^K=^Ö(«, ^>f*)i "a.' «b;. <h,. ,, 
I «8>;. «SJ' %^ ' 
wobei x,i.,ii die Kombinationen dritter Klasse unter den 
Elementen 1, 2, 3, 4 durchlaufen, und die Q nur von de 
sind. Es kommt noch auf die Bestimmung der Q an, die bei unse- 
rem besonderen Falle in der Formel 



j = g(i, 2, 3) ■ 



+ «3(1, 2,4) ■ 



auftreten. Setzt ii 



■ . ■ ■ | + «(2, 3, 4). 
1 hierin speziell 



so bleibt der erste Summand rechts unverändert, ivährend die fol- 
genden sämtlich versehwinden , und zf in 
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41. Verallgemeinerung der Kompoaitio: 



(Nr. 37, S. 40) übergeht. (Im aUgemeinen Fall braucht man nur 
die Elemente aller Spalten, die in einer Detetminante nicht voi- 
kommen, gleich Null zu setzen, um den Paktor Q dieser Determi- 
nante zu bestimmen.) Hier folgt ^(1, 2, 3) = \a^^\, und ähnlich 
weiter. Man erhält 



%i,a,a,«i; 


'!■ ■" 


ißjSlßlS 


+ ." 


.1«12 


:- .j 


°"'°«;°" 


"1,,%.,», 


1 ■ a 


K ß 


«l.,«l..«U 


+ ■ . ■ 


■ W. 




+ . 




■ ^ 


. . . . i 



Im aligemeinen Falle ergibt sich; Sind die beiden Systei 
[%ii f^isi ■■■) "im "m "li-- ■■-' "in 



gegeben und komponiert man sie durch Zeilen-Spalten- 
Komhination zu dem Systeme 



(8a) 






so ist bei m<n 

(9) i<'.,| = («,i=l,2,. ..,«), 



(9 a) ,e,,i 

und bei TO>n endlich 



(9b) \c,A-2\ 



i "liü' "ylli 
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58 Kap. V. Matrisen. Rang. 

wobei 5, 6, ...,T alle Kombinationen «'" Klasse der 
Zahlen 1, 2, ..., jw durchläuft. Die Summe in (9b) enthält 
daher 

m(m-]).-.(m^» + l) 



0=" 



Summandej 

So ist z.B., wenn man die beiden Systeme derselben sechs 
Elemente in der Folge 

a;, y, z x, % 

komponiert, das Eesultat 

\ x^i-^-vyi-^-^^i^^i^ •'i-Vi +%^ ! \^vy\\ kit^ii l^'it-J 

Dagegen hat man ans den gleichen Systemen, aber in nmge- 
Irehrtev Folge genommen, 

X, % X, »y, s 

y, y^ und %,«/!, ^1 (»( = 2, «--3) 

das KomposiiionsMsultat 

I a? + a^i^, ay + x^y^, xs + a-,Sj 

Kapitel V, 

Matrizen. Rang. 

42. Matrizen. An die im voiigpn Kipitel behandelte Koni 
Position der Elemente zweiei 'Systeme schlieBea sii'h Betrachtungen 
an, die über die engere Deteimmantentheoiie h nttis wachsin für 
sie aber auch von Wichtigkeit s nd Sic knuptpii an den Begiift 
des Systems oder der Jlatiix an 

Unter einer Matrix {A) von m n Elpraentti ^ei tehen 

wir das in Form eines Eechteeka ingeoidnete System ^on n Zeikn 
und n Spalten mit den Elementen ff,j. 
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4a. Matiiaen. 43. Rang e 



(1) (^) - 



Dabei ist über das GröBeuverhältnis voa m zu m nichts voraus- 
gesetzt. Bedeutet uun ( eine Zahl, die nicht größer ist als die 
kleinere der beiden. Zahlen m, m, und wählt man ( beliebige Zeilen 
lind t beliebige Spalten aus A, so kann man die t^ Elemente, ia 
denen sich die gewählten Zeilen und Spalten schneiden, zu Ele- 
menten einer (-reihigen Determinante machen. Von jeder solchen 
werden wir sagen, daß sie der Matrix A angehört. In ihr 
sollen sowohl Zeilen wie Spalten in derselben Anordnung aufein- 
anderfolgen, wie sie in der Matrix auftreten. 

(A) enthält m ■ n einreihige Determinanten, näralicli die m ■ n 
Elemente selbst. Ferner lassen sich aus {A)^ je nach der Wahl 
der Zeilen und der Spalten, 

'zweireihige, ferner 

«(.«_j)(^_ä) w(m- l)(M-2)_ ln\(m\ 



dreireihige Determinanten bilden, usw. Zusammen erhält man als 
Anzahl der Determinanten, die der Matrix (A) angehören, 

(7)0 +00 +(:)(:)+■■•■ 

Diese ßeihe bricht, da(jij = wird, sobald t den kleineren 
derbeidenWerte tn,M überschreitet, von selbst ab. Ihre Summe ist 
(vgl. Netto, Kombinatorik, Leipzig, Teubner, S. 250, (21)) gleich 

r:-)-'-rr')-i- 

43. Rai^ einer Matrix, Die kleinere der beiden Zahlen 
m, n heiße u. Ist dann der Wert von mindestens einer der zu (J.) 
gehöligen j( -reihigen Determinanten von Null verschieden, so 
sagen wir: {A) hat den Rang u. Sind alle M-reihigen au {Ä) 
gehörigen Determinanten gleich Null, aber nicht alle (%i — l)- 
reih^en, so sagen wir: {A) hat den Rang (u — l); und allge- 



y Google 



60 Kap. V. Matriaen. Rang. 

mein, woeü nicht alle zu {Ä) gehörigen r-reihigen Determinantea 
verschwinden, dagegen alle (r + l)-reibigeii, so sagen wir: (_Ä) 
hat dea Kang r. Diese Definition birgt keinen Widerspruch in 
sich, da mit dem Verschwinden aller {»■ -|- l)-reihigen Determi- 
nanten auch alle De.termiaaateu höherer Eeiheazahl verschwinden. . 
Dies erkennt mau bei der Entwicklung dieser Determinanten nach 
dem Laplaceschen Zerlegimgssatae. Wir erganzen unsere Defini- 
tion des Eanges dadurch, daß wir festsetzen: (-i) hat den Eang^ 
0, wenn alle Elemente der Matrix verschwinden. 

Durch Vermehrung der Zeilen oder der Spalten einer Matrix {A) 
kann der ursprüngliche Rang nie vermindert werden; denn jede 
nicht verschwindende, zu (j1) gehörige Determinante gehört auch 
der erweiterten Matrix an. Dagegen kann der Rang durch Er- 
weiterung wohl erhöht werden. — Piigt man der Matrize eine Reihe 
an, die aus lauter NuUelementen besteht, so ändert sich der Rang 
nicht. — Fügt man der Matris eine ZeUe und eine Spalte an, deren 
Schnittelement von Null verschieden ist, wahrend die ahrigen hjn- 
KUgefügten Elemente Nullen sind, so vermehrt sich derEang um 1. 

44. Bang einer Determinante. Ist eine «-reihige Deter- 
minante Ä vorgelegt, so bilden wir aus ihren, in derselben Anord- 
nung niedergeschriebenen Elementen eine Matris (Ä) von n ■ n Ele- 
menten, eine quadratische Matrix. Der Determinante Ä legen 
vrir den Rang der Matrix (Ä) hei; d. b., unabhängig von der Be- 
ziehung zu einer Matrix ausgedrückt: Verschwinden nicht 
alle )--reihigen Minoren von Ä, dagegen alle (r + l)- 
reihigen, dann hat A den Rang r. 

So hat die Matrix aus 3 - 4 Elementen 



U) = 



1, 1, 2, 2 



den Rang 2; denn alle zu ihr gehörigen dreireihigen Determi- 
nanten verschwinden: 

i 1, 1, 2 , I 1, 2, 2 I i 1, 2, 2 : 

i 2, 3, 5 = ■ 3, 4, 5 ', = 3, 4, 5 ^0, 



ireihigen Minoren nicht alle gleich Null werden, 
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r Detormiiiaiite. 45, Matrizen mit gleioheui Rang. 61 



l'-M. 



ist, — Die Matrix 



(ß) = 2, 3, 4, 5, 

Vs, 5, e, 8, 

die eine Erweiterung Yon (Ä) ist, besitzt den Rang 3 wegen 

1, I7 7 1 

2, 3, ] = 7 + . 

3, 5, I 

Die Determinante |^;j,] aus den Adjunkten der Blemente a^^ 
einer versckwindenden Determinante | »j^l hat den Kang oder 1. 
Denn nach Nr, 40, S. 54 ist für alle Indizes 



also verschwindet jeder awei- und mehrreihige Minor von (-Ajj|. 

45. Matrizen mit gleichem Hang. Unmittelbar ersichtlich 
ist folgender Satz: Entsteht die Matrix (B) aus derMatrix f^) 
durch eine Reihe ¥0n Vertauschungen von Parallel- 
reihen, dann haben (Ä) und {B) den gleichen Eang. — 

Bildet man aus der Matrix (l) mit beliebigem Faktor q bei 
« = 2, 3, , . , , K die neuen Matrizen 



hy-^i 






so zeigt Nr, 13, S. 17, daß : 
bz.w. au (li) gehört, linear aus 



- K.) 



- («,.)■ 



-reihige Minor, der au (J)) 
i (_Ä) gehörigen, p-reihigen 
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62 Kap. V. Matrizen. Rang. 



Minoren darstellbar ist; sind demnach alle diese gleich Null, so 
sind es auch alle jene, und der Eang von (Ä) ist nicht kleiner 
als der von (D) bzw. der von (E). — Da umgekehrt 

djj — i^iK?! ''lai ■■■! ''la \ / ^n~~'^iii1i ''■ii~^xi'ii ■• 

djj —d^^q, rf^s! ■■■' 'hii 



ist, so kann der Rang Ton {Ä) nach dem soeben Bewiesenen nicht 
größer sein als der von (D) bzw. der von (E). Also sind (.4), (D) 
und (E) von gleichem Range. Addition paralleler Seihen 
ruft keine Eangänderung der Matrix hervor. 

Ebenso erkennt man: Macht man die Zeilen einer Matrix 
KU Spalten, so ändert sich der Bang nicht; d. h. (a^j) und 
(«jj) haben gleichen Eang. Zwei solche Matrizen heißen 
konjugiert zueinander oder auch transponiert. Ebenso be- 
zeichnet man die Determinanten |ffl^j,| und |ffl^,|. 

46. Komposition von MatriEen, Ist neben der Matrix (.^l) 
von m Zeilen und n Spalten (l) eine zweite Matrix 



(2) {B) - 



von n Zeilen und m Spalten mit den Elementen 6^^ gegeben, so 
können wir beide Matrizen (Ä) imd (B) in der Anordnung (ä)(jB) 
miteinander zu der quadratischen Matrix 



(8) (A){B) - 



(fa-''nht + - + <':.Kd 



von n . n Elementen liomponieren, indem wir die Zeilen des ersten 
Faktors mit den Spalten des zweiten verbinden. 

Ist M» = « , sind also {Ä) und (B) quadratische Matrizen, so 
kann man auch die Reihenfolge der Faktoren ändern und nehea 



(Ä)(B)-(C)-(,c„) fe.-Ä.O 
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46. Komposition von Matrizen. 



noch das Produtt ^ 

(Ji)(J)-(2))-KJ (.(„-Ä,»..) 

bilden, wobei man diese Komposition wie gewöhnliche Multipli- 
kation bezeichnet. Ist wi 4^ «, dann kann eine solche Änderung 
in der Faktorenfolge nickt vorgenommen werden. 

Die beiden Produkt-Determinanten (C) und (J)) oder 
|Cj<.| und ld;j! (i,/^= 1,2,...,«) 

haben natürlich den gleichen Wert; dagegen sind die Matrizen 

fe.) »rf «.) 

ihren Elementen nach im allgemeinen voneinander verschieden, 
so daß für sie das kommutative Gesetz nicht unbedingt gilt. 
Man erkennt dies sofort aus dem Beispiele 



(A)(^) = 



> +dy, cß + dör 
!t + eß, ba + dß\ 
y+cd, öy + dd/' 



beide Eesultate stimmen, wie man leicht sieht, nur dann in den 
entsprechenden Elementen ttberein, wenn bei beliebiger 5Iatris:(A) 
für a + d, die Matris (A) die Eorm 



(£) = ! .^ 

a — d' 
= d bei beliebigem Werte von t d 

1 gilt das assoziative Gfesetz, d. h. 
(4) m(B)](ff)-(AmB)(0)l 

sobald die Matrizen eine Komposition zulassen; de 
werden gleich 
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Kapitel VI. 

Besondere Determinanten. 

47. Symmetrische Determinanten. Die m-reihige Deter- 
minante A =- I «jjj heißt symmetrisch, wönn aJle Elemente a^^ 
gleich den, hinsichtlich der Hauptdiagonal o dazu symmetrisch ge- 
legenen Elementen «,j sind, also für Oj,; = a^,.. Daher ist die 
Matrix {Ä) Ton A identisch mit ihrer Traaaponieriien. 

L Ist A symmetrisch, so ist jede Potenz von A als 
symmetrische Determinante gleicher Eeihenzahl dar- 
stellbar. Denn maa hat z. B. (Nr. 46, Schluß) für 

uad ebenso für jede andere Potenz. 

II. Das Quadrat einer beliebigen Determinante ist 
als symmetrische Determinante darstellbar. Denn wählen 
wir für die Produktbildung AA die Komposition von Zeile mit 
Zeile, so entsteht 

AA-\an o,, + a„o„ + . . . + «„a,. | _ | i,J , 

und hier ist offenbar t^^^^hi- -^'ich die Komposition Yon Spalte 
mit Spalte führt zu dem gleichen Eesultate. 

ni. Aus diesem Satze folgt: Jede grade Potenz einer 
beliebigen Determinante ist als symmetrische Deter- 
minante darstellbar; denn sie ist ein Quadrat. 

IV, Das Produkt aas dem Quadrate einer Deter- 
minante in eine symmetrische Determinante gleicher 
Reihenanzahl ist als symmetrische Determinante Aar- 
stellbar, 

Es sei nämlich 

^-^ |«,,.|, ^=. jö;J (i,fc= 1, 2, . . .,»), 

dann wird bei der Komposition von Spalt« mit Spalte 



=^«..^. 
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47. Symmetrische Determinanten, 48. Gerändorte aymm. Determ. 



md daraus bei i3er Komposition von Zeilen mit Spalte 
r = 1 1:,;^ I = SA = {AB)A ^A^B 



0,7., .,15-1. 2,...,«) 



Dies ist symmetmch in i und li, falls ()^^ ^= (i,^. 
So erhält man beispielsweise flir m = 3 

Hieraus ist ersichtlieli, daß wenn in der Determina.nte B 

^it ^' ^H ^^*' *"0h I((, = T;.^ 

■wii-d; und damit ist der Satz bewiesen. 

V. Ist eine Determinante sjmmetriscli, so aueii die 
aus den Adjunkten ihrer Elemente. Stellen wir nämlicb 
Ai^. als «-reihige Determinante dar, indem in A das «,,, — 1 und 
alle anderen Elemente der j'^" Zeile und der k"^ Spalte = ge- 
setzt werden, vgl. Nr. 16, so ändert sich A^^ nicht bei VertauschuBg - 



von Zeilen und E 
minanten 



1 erhält z. B. für fünfreihige Deter- 



I «U. 0' «34. «44. 



i Determinante auch 



0, 1, 0, 0, 



, 0, 



. «S4' 



Gleiche Schlüsse gelten für «-reihige Determinanten. 

48. Geränderte symmetrisclie Determinante. Wir nehmen 
eiae symmetrische RSnderung der symmetrischen Determinante ^ 
yor und setzen 
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Kap. ¥1. Besondere Detenninanten. 



dann ist nack Nr. 33 (5), S. 45 infolge des eben abgeleiteten Resul- 
tates Äff, ^ Af^i bei der Entwicklung von X> nach der letzten 
Zeile und der letzten Spalte 

{i,h,h = 1, 2, .. .,k; *<ä). 
Ist nun ^ = 0, dann wird nach Nr. 40 (7b), S, 54 

dies ist die Bedingung dafür, daß der Klammerausdruek in 

der ■vorangellend eu Gleichung fßr D das vollständige Quadrat 

einer linearen Funktion der x^ wird. Man erhält daher die Dar- 
stellung der geränderten Determinante 

So wird für n = 2 die Determinante 
a, 1), X 
D^ l, c, y {ac-h^ = 0') 

X, y, z 
= — {ay^— 2ixy + cx^) = — {ay^ — 2Yacxy+ cx^) 

49. Beeile Wurzeln. Es gilt für symmetrische Deter- 
minanten auch folgender Satz: Die Gleichung für die Un- 
bekannte *■ 



i>M^\ 



(a^i,— ö^f) 
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49. Reelle Wuraeln. 67 

hat.falls die Elemente «„. reeli sind, nur reelle Wur- 
zeln. 

Wir beweisen dieses Theorem für « = 2 und n = 3 . Für 
« = 2 hat man durch direkte Bereehnung der Gleichung und 
ihrer Wurzeln 

Itf^(x') — a;^— (aii+ «3^)^+ %i«aa— «18 = 0, 
^-i- («11 + "aa ± V(»ii - "äs)' + * «lO ; 
da der Radikand für reelle a.^^ nie negativ werden kann, so ist in 
diesem Falle der Sat?, richtig. 

Für m i= 3 verfahren wir anders. Wir bilden das Produkt 
der bKiden Determinanten 

I),(x) D^(— X) = fliä, «aa— ^1 «aa i %2. "33+^1 %3 | 

»u + ''l^ä+''^^^^<*ll%^+'*l^''3a+«l3%a'«ll»l3+'»l^S3 + '*l3%3 

«ii«ij + «ia«2a+ «i3"3a'«Ä+ »I3+ «s*— ^^ "si «13+ «äa«a3+ «aa «ää 

a^iö,3 + ffl,i,%+aisa33,aj,ff,3 + Ö2a%+aagii3a,<3+ffla3+a^— a;^- 

Das wollen wir der Kürze halber nach Potenzen von x geordnet 

^^x' + Px^-Qx'+Ii 
setzen. Hierin ist 

F-'^aA, Ii = Dl(0'); (i, ft = 1, 2, 3) 

also beides für reelle a^^ positiv; da femer Q aus drei Summanden 
besteht, die einzeln die Form haben 

(«Ä+ «ia+ «A) K+ «a2+ O - («ii"ia+ «i2''aa+ «13%.)', 
nnd da dies 

- (<•»«» - «..«..)' + (»i.«.. - »..«..)' + (»1.»=. - ««««)' 

ist, so ist auch Q stets positiv. 

Daher nimmt für jedes reelle ß der Ausdruck 

B.(+ ßV^)-J>,{~ßV^T) -ß'+ Ff'+Qß' + S 
einen wesentlich positiven Wert an. Die Gleichung 
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Kap. VI. Beaoadere Determinanten. 



hat demnach keine vein imaginäre "Wurzel x =■ ßY— 1- Eben- 
sowenig aber auch eine komplexe Warzel x ^ a + ß ]/— 1 , wie 
man sieht, wenn man in D^{x) als Hauptdiagonalelemente 
%i— K, flgä— «, «33 — c statt Oj^, Ojg, «33 

einträgt und auf die so enfetehende Deierniirante die eben ge- 
machten Schlüsse verwendet. 

50. Zirkulftuten. Eine besondere Art von symmetrischen 
Determinanten bilden die Zirkulanten, deren Gestalt sich aus 
dem Schema 



(*) 



eigibt Min sieht, daß die Neben diagonale lauter gleiche Ele- 
mente enthält und ebenso jede zn. ihr parallele Keihe; daß aber 
diese Eigenschaft notwendig, jedoch nicht hinreichend ffir eine 
Zirkulante ist Be^euhnet man das fc'" Glied der i'"" Zeile von (4) 
mit ",{, so ist charakteristisch für eine Zirkulante 

%=«.+*-, (i,^ = l, 2, 3,...,«), 

f 11s nan alle lud ze -|- A - 1 1 p ößer als n sind, um n 
ve m nde -t 

Eine Methode u B hnung le Z^ haben wir für w =^ 5 

schon n Xr 31 & -io angegeben I e dort bebandelte Deter- 

nante nten>eheidet i h ur dn ch d e Bezeichnung von einer 

Z kulante und die lisell st gegel ene Art der Auswertung bleibt 

allgememen Falle gilt g bellt auf das Eesultat 

(n_ ( -^ » 1 



Wir wollett eine Umformung dieser Gleichung vornehmen und 
dabei, statt die Keihenzahl allgemein zu lassen, m = 6 setzen. 
Es wird dann 
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50. Zirkulanten. SL Adjunkten der Elemente einer Zitkulante. 69 

A -[(•, + ".) + («.+«.) + («5 + «.)] 

. [(«,+ O,«') + («,» + 0,0*) + (o,o'+ «,»•)] 

[(«,+ «.) + («,+<.,)»•+(«,+«.)«'] 
.[(..+«.) + (■.,+«,)»«+(«,+..).'] 

. K«, + «.o') + (»,» + «,„«)„'+ (0.«' + «,«•)»■]. 

Nun ist (0^ = cos -s- + * sin -^ eine dritte Einheitswnrzel; also 
wird das Produkt der ersten, dritten, fünften, sowie das der zweiten, 
vierten, sechsten eckigen Klanamer je eine dreireihige Zirkulante; 
nnd da co^ = — 1 , so geht der vorige Ausdruck in das Produkt 

1 «1 + «i, «3 + 05, «3 + «6 ai~ a^, a^~ a^, a^ — üg ■ 
^0= I «a + %1 «s+«ct «i + »4 ■ ■ «ä — «51 «3 — «et "i — «4 : 

]■ Hg -|- «g, «, +«^, Oj-f % ; «3 — öfi, flj— 0.4, «ä — fls ■ 

über. Vertauscht man nun die heiden letzten Spalten der zweiten 
Determinante untereinander und multipliziert dann die Deter- 
minanten, indem Zeilen mit Spalten komponiert werden, so ent- 
steht die dreireihige Zirkulante 

■ C^ , Cj , lig I — i^j , — Cj , — C3 ' 

■ Cg , f^ , Cj ■ , — C3 , — c^ , ~ c^ I 
mit den Elementen 



Ohne Schwierigkeit lassen sich diese Werte von Cj , c^, Cg in Aggre- 
gate voa Minoren der sechsreihigen Zirkulante (4) umformen. 

Die Erweiterung dieser Sätze ist naheliegend; besonders inter- 
essant erweist sieh das Resultat für grade Werte von n. 

51. Adjunkten der Elemente einer Zirkulante. Bezeichnet 
man die Ädjunkte des Elementes iijj. der Zirkulante (4) mit ^4.^, 
ao folgt, daß |.d|j| gleichfalls eine Zirkulante ist. 
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Kap, Tl. BeBondere Determinanten. 



Wir zeigen dies unter der Ännalime « = 6 dadurcli, daß wir 
A^^ iii^lj 4 transformieren. Die allgemeine Gleicbung für w- reihige 
Determinanten 



folgt ebenso. Es ist (Nr. 15, S. 20) 



(-1)*^'^4, 



bimgt mau liin Mite ZpiIp an die erste btelle, ohne die X'olge 
der übiigen Zeilen tu andern, ivnA dann die eiste Spalte au die 
letzte Stelle <hne die Tolge dei ubiigen 'Spalten zu andern, so 
tiitt KU dem ^\prte dei linken boite um dei PaUtoi (— 1)*''"* 
binzu, Daduri:li wird 



(-l)^^M,, 



-(-1)^"*^, 



. <% ■ 



e Art kommt n 



1 von A^ ^ auf A^ j, während beim 
3 angegebene Spaltenvertauschung 
ht ohne daß eine Z eilen vertauschung nötig wäre. (Ebenso 
ht 1 m Übergange tou A^, an A^g die Zeilensertauscbung 



S h ohne Spaltenvertauschung au, 
t b m Übergange von der letzten 
let ten zur ersten Spalte auf. 
Intolg des Bewiesenen können wir 



.) Dieser Umstand tritt 
lur ersten Zeile und von 



setzen, falls die Indizes (i + h — l), die größer als n sind, sämt- 
lich um n vermindert werden. Daher ist jedes A^ Ädjunkte zu 
jedem entsprechenden Elemente «^ in (4), 

Durch (7) gehen die Formeln (i), (4a) (Nr. 15; S. 21) in die 
folgenden über; 
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52. BiBjmmetriäohe und zentrosjmmetriache Determiaantea. 71 



a^A^ + «3^3 + «iJg -\ -h o, ^„ =0, 

a^A^ + a^A^ + a^A^ H \- a^A^ =0, 



a„A^ + a,A^ + a, 

und die Summierung dieser GleiehungeE 
Stellung der Zirkulante 

(8) («1 + «a + ■ ■ ■ + «n) (A + A + 



ergibt eine Produktdaf- 



•+A.)-«.- 



52. BisymmetriBohe und zentrosynunetrSsohe Determi- 
nanten. Wir haben als aymmetrisclie Determinanten solche be- 
xeiclinet, bei denen die zu der Hauptdiagonale symmetrisch gelegenen 
Elemente einander gleich sind. Eine andere Art der Symmetrie 
kann sich in Beziehung auf die Neben diagonale herausstellen, wie 
sie z. B, bei den beiden Determinanten auftritt. 



I "i ^y 



t, 



«. 



Yertausctt man in emei solchen n reihigon Determinante, wo 
bei gradcm Werte « -= 2« und bei nngradem « =- 2k + 1 sein 
mag, die erste mit der letzten Spalte, die zweite mit der vorletz- 
ten usf , die K^ bei gtadem hzv. nngiadem )i mit der {k + l)**" 
bzw. mit der (« + 2)""', so entsteht eine (bis auf dis Vntzeichen 
der Determinante) nach der Haaptdiagonale symmetrische Deter- 
minante; so in den obigen Beispielen 



(-l)'l S, d, f , (-1)- 



, f, 



Es ist deshalb nicht nötig, auf solche Determinanten näher ein 
zugehen; doch wollen wir den besondeien Tall dei glen hzeitig 
za beiden Diagonalen symmetrischen Dfteimininten ciwahnen Sie 
mögen bisymmetrisch heißen. Solche sind z B 
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Kap, VI, Besondere Determinanten, 






Sie sind auch in BeaielniDg auf das Zentrum des I 
symmetrisch, gleichgültig, ob das Zentrum auf ein Element fällt 
(bei « = 2)1 4- l) oder nicht (bei n — 2«); dieses TJmstandes 
halber gehören die bisymmetrischen Determinanten zu den zentro- 
symmetrisehea. Aber biysmmetrische Determinanten sind nicht 



die allgemeinsten zentro symmetrischen 
chung von (9) mit den allgemeinen drei-, 
7. enti'osy mmetris che n 



sich 



der Verglei 
und fünfreihigen 



e, f, 9, ' 
fc, 9, A 



m, w, m, l 
' Ä, i, f>, ff, f 
e, d, c, b, a 



sofort herausstellt. 

Die charatteris tische Bedingung für die Elemente der allge- 
meinen 7,entrosj'iiimetrischen Detei-rainanten wird durch die 



Mgedrücltt; für die bisyni 



53. Sohiefsymmetrische Determinanten. Gilt für sämüiche 
einer Determinante S^"' = tt,j| die Beziehung 



(i, Ä: = 1, 2, 3 



«), 



so heißt sie eine schiefsymmetrische Determinante. Natür- 
lich sind in ihr die Glieder der Haüptdiagonale gleich Null, weil 
«;! ^= — «(j dies fordert. 

Multipliziert man sämtliche w Zeilen von iS'"' mit — 1, so ent- 
steht dieselbe Determinante, nur daß Zeilen und Spalten ver- 
.tauscht sind. Es ist daher (- l)"S'<'>- S''<''; d. h. bei ungrader 
Keihen/ahl verschwindet die sehiefsymmetviscbe Deter- 
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53. Schiefsymmetr. Determ. 54. Grade und ungrade ReilieiiKalil. T;J 

minante. In diesem Falle ist wegen Nr. 40, (Tb), S. 54, wenn. 

ü/f, die Ädjunkte jI^^ hat, 

(10) ^üAk ■^ -^A (" ^ngi-ade). 

Bildet man A.,^ durch Tilgung der i"" Zeile und der /l"" Spalte 
von S^"! uehst Himufügung des Faktors (— iy+\ dann tritt 
jedes Ai^ in die Form einer schiefsymmetrischen Deter- 
minante von («—1) Reihen. 

Bildet man Af^ als w-reihige Determinante, indem man wie 
auf S. 65 die Elemente der i"" Zeile und der ft*™ Spalte durch 
Nullen ersetzt, his auf «jj, das durch 1 ersetzt wird, und mul- 
tipliziert in dieser Determinante alle Zeilen außer der i"" mit {— 1 \ 
so erhält man (— l)"~^.d,j. Wenn mau andererseits in dieser 
Determinante die Zeilen zu Spalten macht, dann geht sie in die 
Adjunlcte A^^ über. Also gilt die Gleichung 

die Determinante l-Ä^,.'' ^^^ ^^^ gradem n schiefsjmmf- 
trisch, dagegen hei ungradem n symmetrisch. 

64. Grade und ungrade Beibenzahl. Wir betrachten nun 
eine schief symmetrische Determinante gi'ader Keihenzahl 
S^ |«.J (i, fc = l, 2, ...,2«;; a^^ + «,,;= O) 
und fassen sie als geränderte Determinante zu der schiefsymme- 
trischen Determinante ungrader Eeihenzahl 

A^\a,^\ (i,-k^l,2,...,2m~l;a,, + a,,= 0) 
auf (vgl. Nr.33; 8,45). Dann liefert die dortige Formel (5) 

da nach der vorigen Nummer -4 verschwindet. 

Ist a^ß, so wird das Glied der Summe, das zu «„„«„„ gehört,. 
-«„„(-«„„) .d„„ = -f a„^„^„„. 

Ist et von ß verschieden, so können wir je zwei Summenglieder 
vereinigen 

Hierfür ergibt sieb vermöge des SchluBresultates der vorigen Nummer- 
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Kap. VI. Besondero Determinanten, 



und daher wird für ein grades w 

Nack (10) ist 

(11) ^.ß-y^iÄ^:^, 

da j4 ungradreiliig ist; demiiaßli 

(12) B -2'fe^., + ^«..'f.'VKAfi - i2'„VTJ'. 
Hierbei ist das Vorzeichen einer der Wui-zeln etwa das von y A^^ 
willkürlich, dann ist das von yÄ^ tei « > 1 bestimmt ducch 
die Beziehung (ll) 



(11.) 



VA, 



Die Wurzel vA^^ ist rational in ( 
-^ü«) genau wie naith (12) Y B rational in den Elementen einer 
seiner Reihen ist; denn Ä^^ ist wie B schiefsynimetrisch von grader 
Eeihenzahl, so daß der eben bewiesene Satz gilt. Geht man so 
fort, so sieht man: Jede gradreihige, schiefsymmetrische 
Determinante ist das Quadrat eines in den Elementen 
jeder Reihe linearen, homogenen Ausdruckes. 
Für w = 2 findet man 

0' «12 I 



„ 


-(<"l.«!.-»13«U + «U«.l)' 


) 


-(ii„o„ + o„o„ + o„ (..,)■; 


- («11 «ai%6 + «u 0.« «.» + »1. »1. "4t 


+ "1.«.S".. + «11«4<»1S + «U«»«« 


+ «U»1.«I. + »H«1!».S + «U»ll"«! 


+ "IS»0«U + «>S«6.<>1I + "15»U"S. 


+ 


«le^äa^is + ai6«a4«6s + «ig«2&«34 
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55. PfaffiaiiB. 56. Schiefe Determinanten. 75 

55. Pfaffians. Der Ausdruck 

(13) ys-^^.vi."., 

fawmit p,_(i,2,3,...,„) 

bezeichnen wollen, heißt Pfaffiaa «'*"' Ordnung oder Halb- 
■detetminante n'^' Ordnung. Auf der rechten Seite von. (13) 
stehen, da. a^^ ^ ist, (« — l) Summanden. Jedes y-A.^^ ist aus 
gleichen Gründen eine Summe von (w — 3) Summanden, usf., bis 
auf n = 4, wo drei, und auf « = 2, wo ein Summand auftritt. 
P^ besteht aus 1 ■ 3 - 5 ■ ■ ■ (w — l) Summanden. 

■^aa entstellt aus B durch Tilgung der w'^" und der a*™ Zeüe 
sowie der Spalten gleicher Ordnungszahlen n und a. Daker hahea 
die Elemente von Ä^^ nnr Indizes der Eeihe 1,2, ...,a — l,a4-l, 
. . . , (m — l), während a und « ganz ausscheiden. Geht man so 
■weiter, so sieht mani Ist 
(14) a„^«,j...«„, 

ein Glied von P^, so kommt unter den Indizes «, ß, y, (J, 
...,e,t jeder Wert 1, 2, 3, ...,(« — 1), w einmal und nur 
einmal vor. Nun ist leicht zu sehen, daß P^ alle und nur diese 
Glieder enthält. Denn ein beliebiger Indes a kann mit einem von 
(« — l) Indizes ß verbunden vorkommen; dann einer der übrigen 
Indizes y mit einem der übrigen (« — 3) Indizes verbunden, usw. 
Es gibt also («-l)(n— 3)--- 5-3-1 solche Glieder (14); und 
das stimmt mit der Anzahl der wirklich vorhandenen Summanden 



Das Vorzeichen des Gliedes (14) ist, wie ohne Beweis mit- 
geteilt sei, 

-wenn ''iä«34«5e ■ ■ • das positive Vorzeichen erhält. 

56. Scliiefe Determinanten. Werden die Elemente «^j. der 
Determinante z/ = | «^j | nur für * =|= ''^ i^er Bedingung 

ß.^ -]- fl^ . = 
unterworfen, während die Elemente der Hauptdiagonale willkür- 
lich bleiben, dann heißt die Determinante schief. Die schiefsyro- 
metrlschen bilden also einen besonderen Fall der schiefen Deter- 
minanten. Zwischen beide Arten schieben sieh die Determinanten 
von der Form 
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Kap. VII. Die linearen Gleichungen. 



^W - 



Wiv entwickeln jd(x') nach Potenzen von k; vgl. Nv, 34, S, iÖ. 
Das Produkt alter Elemente in der Hanptdiagonale, d.h. das Haupt- 
glied, gibt x". Glieder mit 3f'~'^ kommen offensichtlich nicht Tor. 

An Gliedern, die ^"^ enthalten, gibt es ^ — Terme, di» 

folgendermaßen zusammen gefaßt werden können; 

»"-'K + < + ■■■ + < + «,', + ■■■ + <_,..)• 

Jedes der Glieder mit a;"'" hat als Koeffiaienten eine schiefsym- 
metrische, dreireihige Determinante; also (Nr. 53, S. 72) ver- 
schwinden alle diese Glieder. Jedes der Glieder mit a;""* hat 
als Koetfiisienten eine schief symmetrische, vierreihige Determi- 
1 das Quadrat eines Pfafflans. Demnach ergeben sich 



n{n-l){n-2){n- 



- Glieder, die zusammengefaßt lauten; 



;*"-*{ (1,2, 3, 4)*+ (1,2, 3,5)^ H 1- (w- 3,M — 2,« -1,«)^} . 

Und so geht es fort bis zum Gliede mit x^ oder mit et". Also ist 
J(x) bei gradem n, und xJ(a:) bei ungradem n die Summe von 

1 +(;■)+ (:)+(:)+-=-- 

Quadraten. 

Aus dieser Entwicklung ergibt sich, daß die Gleichung 

für ein grades n keine reelle Wurzel, und für ein ungrades n nur 
die eine reelle Wurz.el x = besitzt, 

Kapitel VIL 

Die linearen Ülcicliungen. 

57. Das allgemeine Problem. Wir gingen von dem Problem 
der Auflösung eines Systems liaearer Gleichungen aus (Nr. 1, 
S. l) und haben bereits in Nr. 17, S. 23 den sogenannten allge- 
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57, Db9 allgemeine Problem. 68. Reduktion dut linearen Syetems. 77 

meineii Tall dieser Aufgabe erledigt, d. h. den, bei welchem die 
Konstanten ffij^, des vorgelegten Systems 



(1) ;' 

unbestimmte Werte hatten, also insbesondere bei welchem die 
Determinante der Koeffizient« n 

(2) ^-(»,.1 0,t-l,2,3,..,«) 

nicht gleich Null war. (Daß J bei unbestimmtem a^). nicht iden- 
tiscii verschwindet, erkennt man sofort, wenn man alle a^^ = 1 
«nd alle (i,-j=- (i =(=)() setzt.) 

58. Eediiktion des liaearen Systeme. Jetzt wollen wir das 
Problem, die Gleichungen (l) aufzulösen, in wirklicher Allge- 
meinheit behandeln , also alle möglichen Fälle berücksichtigen 
und erledigen. Gleichzeitig streifen wir die Beschränkung ab, daß 
die Zahl der Unbekannten mit der Zahl der vorgelegten Gleichungen 
übereinstimme . 

Zur Abkürzung setzen wir 

(3) 0((yi+aj2ira+ h a,-„ie„^ f,. (i=l, 2, 3, ...,m); 

das zu lösende Gleichungssystem möge dann 

(4) f^^a,, (i = l,2,iJ,...,m) 
sein. Wir nehmen an, die llatrii der Koeffizienten 



(6) (.1). 



habe dea Hang i , d h es gebe mindestens eine zu (A) gehörige, 
nicht veischwmdende * leihige Deteiminantp, wahrend sämtliche 
(r + 1) und mehireihigen verschwinden J'luich Vertauschung 
von paraUeien Reihen und durch abgeänderte Bezeichnung der 
Element? kann man 

(6l « = |rtj4=(j l!,Ä = l,2,i .,r) 
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Kap. VU. Die linearen Gleichungen. 



u dieser nicht verschwindenden Determinante machen. Nun bilden 
lir die {r + l)-reihigen Determinanten von der Gestalt 

f., "„1. «„s. -- 

A, «IM %t- ■■■ 

/ai "an "ääi ■ ■ ■ 



(') K- 



U »,„ 



(b = 1, 2, 3, , 



-1,.»); 



dieses T^ zerlegen wir nach Va Nr. 13, S. 17 in die Sun 
« Produkten, die die Perm 



|+- + ^„ 



(K=l,2,3,...,»K-l,m), 
und sehen, daÜ die ersten r Determinanten wegen der Gleichheit 
zweier Spalten versehwinden, uad die letzten (m^r), weil {Ä) 
in (5) den Eang r hat. Demnach ist 

(8) ?'« = (ß = 1, 2, 3, . . . , m ~ 1, m). 
Entwickelt man andererseits das Tg in ( 7 ) nach den Ele- 
menten der ersten Determinantenspalte, so gehen untpr Einlührung 
der Determinantensymhole 0„j, ö^^, . . ., 0„^ diese (ileiehungen 

(9) /•^0 + /i0^^ + /;0^3+...-)-/;0^^ = O (ß = l, 2, 3, .,»»). 
Wegen (6) verschwindet nicht; also kann man dxxrch dividieren 

(10) /■„=_-i(/i0^^+/-^0^^ + ,.. + /;#^J (<. = 1,2,3,, ..,.«), 
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59. Notwendige, 60, Hinreichende Beding, f. d, Esist. v. Lösungen 



79 



d, h. Ist öas Koeffiiiieiitensystem bei m linearen homo- 
genen Funktionen /"jvom Bange r, so kann jede der Funk- 
tionen durch r bestimmte unter ihnen linear «nd homo- 
gen dargestellt werden. 

B9. NotwendigeBedingung für die Existenz vonLösTingen. 
linearer Gleichungen, Der Eang der Matrix 



(11) 



(A)- 



n wegen der Annahme über (A) nicht kleiner sein als f. I 
,...,« aus 1, 2, ..., m entnommene (r + 1) Indizes, p, o 
1, 2, . . ., « entnommene *■ Indizes. Mit ihnen bilden "v 



(12) 



{ f., '..„ > 

ff «rt' ' 



If.," 



die aus den gleichen Gründen wie T^ in (7) iür jedes System der x 
verschwindet. Gesetzt nun, man könnte die Gleichungen (4) durch 
passend gewählte Werte von a:^ , ä^ , . . . , a;^ befriedigen, d. h. durch 
diese Werte die Funktionen 

machen, so würde wegen (12) jede Determinante aus ()--t-l) Reihen 



(1.3) 



I «,o 



verschwinden, d. h. der Eang von (ll) nicht größer sein als r. 
Dafür, daß das System (4) Lösungen besitzt, ist es not- 
wendig, daß (.d) und {A^ von gleichem Range sind. Diese 
Bedingung für die Lösbarkeit ist auch hinreichend, wie wir jetzt 
beweisen wollen. 

60. Hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit. Haben 
(il) und {A^) den gleichen Rang r, und ist in (6) eine nicht 
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:80 Kap. VH, Die linearen Gleichnngen. 

verschwindende r-reihi^e Determinante ans {A), dann versehwin- 
det (7) und (13)-, folglich verschwindet auch 

f.-«.., «.I. ««.■■•■ »., I -(/;-».o)9+(fi-",.)8.i 
f,-«„, «„, «.„, . . ., n,, i +(/'>-"») 9„, 

i +■■■ 

/■,-o,„ «,„ o,,, ..., a,, i + tt- »,.)»„ 

(._,■+!, ,- + 3,..,,»). 
Wegen + ergibt sich demnach die Bestimmung' 

/«-«.O=-@L0.l(/'.~«lo) + 0„.(/^ä-«2«) + - + 0„,.(/i-«ro)J- 

und daraus ersieht man: Sind durch irgendwelche Werte 
von ;r„a!g, ...,a„ die Gleichungen 

(14) A^^iQ' A = «äo--.i/;^«ro 

erfüllt, 90 zugleich auch dureh die gleichen Werte der 

a;j,3;j,.,.,;r„ die Gleichungen 

(14a) /;^.,-o,+i,o. /;■+. = »,-+M' ■■■' C-=«,.o- 

falls (J.) und (^^) gleichen Rang r besitzen, llureh dieses 

Resultat haben wir die Aufgabe vereinfacht. 

Statt (14) und (14a), d.h. (4) zu behandeln, reicht es aus, 
■die r Gleichungen (14) zu uutersueheu. Wir können also das 
System (4) durch das seiner r ersten Gleichungen ersetzen und 
schreiben sie in der Form 

fflSj^CC^-j-a^ja^gH \- '^lr^'r^'^ll>~-^^,r+l^r^l~ "in*«' 

\asiX^+ a3^ic^ + -■• + a^^x,. = a^a — a^^^^jai,.^^ «s«a^«. 

[a^^X^+ a^^X^~\ \- dry^r^ ^r')~ '^r r-i-l^r+i "rn^Ti* 

Die Adjunkte von a , in werde mit bezeichnet. Multi- 
-pHziert man dann die Gleichungen (15) der Reihe nach mit 
0^„, 0jn, ■ ■ -, 0^n und berücksichtigt die Relationen (5), Nr. 15, 
S. 21, die hier lauten 

<"' \ ' ' ^S, wenn S-. ist, 

SO folgt durch Addition der r Produkte das Resultat 



(16) 
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61. Neue Formulicrang' der LöBung. 



(17) *„0 = (a,, - a,^^^,x^^, «iA)0,„+ " ■ ■ 

{o = l,2,3,...,r). 

(17) gibt die Lösung von (15) und damit die von (4). Die 
(w-r) Größen a!^+i, a^^+a, - ■ ., ai« bleiben ganz willkürlieh; 
die r Größen x^, x^, , . ., x^ werden aus ihnen mittels (17) 
bestimmt. 

"Wir beweisen, dafl aucli umgekehrt jedes System ^i,Xa, ■■.,x^, 
welches (17) befriedigt, eine Lösung von (15) und damit von (4) 
ist. (17) ergibt durch Multiplikation des x„ mit a und darauf 
^ r Addition für e = ),, 3, 3, , . . , r 



^{«lü-«I,.4.1^r4-I «.,O(«el011 + «eS01S + - + «er01r) + - 

Dio Kweiton Faktoren aller rechts stehenden Produkte verschwin- 
den wegen der Relationen (16) mit Ausnahme des hingesetzten 
mittleren, der gleich & wird; und da 4= ist, so folgt nai^h 
Division durch 



(e-1,2,3,....,); 

somit ist die Behauptung bewiesen. 

Wir fassen die erhaltenen Resultate Kusammen.- Das System 
(4) ist dann und nur dann lösbar, wenn (Ä) und (Ä^) den 
gleichen Rang r(<n) besitzen. In die Lösung gehen 
(« - r) willkürliche Parameter ein; die Anzahl der Lö- 
sungen kann daher als(« — r) -fach unendlicli bezeichnet 
werden, wobei 0-fach unendlich gleich 1 /u netmen ist. 
61, Neue Formulierimg der LSsung. Die Lösungsformeln 
(17) haben insofern noch etwas Unbefriedigendes, als die n Un- 
bekannten 3^1, x^,x^, ..., x^ nicht in gleicher Weise in ihnen be- 
handelt werden; es sind (w — »■) unter itnen gan?. vrillkürlicli, und 
die übrigen r werden durch sie bestimmt. Diesem Mangel läßt 
sich leicht dadurch abhelfen, daß man 
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p. + l = &. + l,0 + ^ + l,l?l + •■ ■ + Ör + l,._.?n_.. 

(lö; j _ _ . , _ _ 

setzt, wo die &^,^ KonstaDteii und die q^ unbestimmte Parameter 
bedeuten. Trägt man diese Werte in (17) ein und dividiert durch 
0, so erhält mau iiir a:^, x^, . . ., x^ ähnliche Formeln wie die unter 
(18) stehenden. Dahei unterliegen die !>„« nur der einen Beschrän- 
kung, daß durch passende Wahl der Parameter g jedes beliebige 
Wertsystem der a^r+n ^r + ai ■■■' ^n O'^et, was auf dasselbe heraus- 
komm.t, jedes der Differenzen 

^r + l—bf + ia, ^r+3~K-i-2,t» •■-' '■'^n~ \o 

erhalten werden kann. Es darf also keine lineare, homogene Glei- 
chung zwischen den (n — r) linearen Ausdrücken 

ii.iJi + ».!!.+ ■■■ + ».,.-,«.-, («->• + !,.■ + 2 ») 

hestehen, d. h. die Determinante 

l»,,! ("-.■ + l,r+2,...,..!|3-l, 2,. ..,«-.■) 
darf nicht versehwinden (Nv. 58, S. 79). 

Ist das erfüllt, so können wir an Stelle Ton (17) die Lösungen 
setzen , 
(17a) :«„=6„o+&„iQi+-' + 6„,„_/J„_,.; {c^l,2,3,...,n). 

62. Beispiel. Als Beispiel behandeln wir das folgende System 
der .'5 Gleichungen mit 5 Unbekannten 

/2= x~ 3/ + 3S-I- 2i-l- 3m = 5, 
fs^2x+ by+ S - ( -1- M = 2, 
f^=6x+ 6!/ + 92 + 2( + 2m = 10, 
f^ = 7x + 12ii + 8z— f - 6« = 3. 
Seine Koeffizienten-Matrix 

3. < 
'1,-1 
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t den Kang 3, und den gleichen besitzt die erweiterte Matrix 
ner Konstanten 

(Äg) = I 2, 3, 1, — 1, 
6, 9, 

12, 8, - 

folglieh ist das vorgelegte System lösbar. Da die aus den Koeffi- 
zienten von /"-iifäifj entnommene Determinante 

! 3, 4, 5 I 
0= I 1, —1, 3 : = 15 + 

I 2, 3, 1 : 

ist, so sind fi, f^, fg unabhäBgig voneinander und f^^f^ linear 
und homogen durch fiif^if^ darstellbar, i'ür diese Darstellung 
tindet man durch (10), Nr. 58, S. 78 

t\ - 10 ^ (/■, - 3) + (/, - 5) + (/; - 2), 

U- 3 = 2(/i - 3) - (4 - 5) + (^3 - 2"). 
Es ist daher nur nötig, x,y,g durch die Losung von 
3^ + 4?, ■l-5s-3-(+2.(, ^-;/ + 3.= = 5-2(-3!<, 

als Funktionen von t und u zu bpstirameu; die erhaltenen Werte 
befriedigen dann auch die beiden letzten Gleichungen des vor- 
gelegten Systems. IPür k, y, s ergibt sich nach (17), Nr. 60, S. 81 

15ä;=-59-[-5(— 70m, 15;/ = — 28 + 5i -]- 35m, 
15f = — 4~ 10t + 20«. 

Um bequeme Formen für (l 8) zu en-eichen, setzen wir unter 
Einführung zweier Parameter p und g 

t=i+dp + q. _ 'rä, 11^ 

bei MT^ 

H = 1 + Bp - q, I 3, — 1 j 
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und erhalten die Werte der fünf Unbeiannten ausgedrückt durch 
p und q 

t^l + Sp + q, n=-l + 5p-,). 

63. GeotnBtrischeDeutung für zwei und drei Gleichungen. 

Eine sehr aascliaulicho Deutung der erhaltenen Resultate gewährt 
för die Fälle « = 2 und w ^ 3 die analytische Geometrie durch 
die Lösung der beiden Aufgaben, die gemeinsamen Punkte zweier 
Geraden einer Ebene und die dreier Ebenen des Raumes zu be- 
stimmen. 

Es seien zunäclist 

die Gleichongen Eweier Geraden n der x, »/-Ebene. 
Ist der Bang von 

I ' , I , also auch von ( ' ' 1 gleich 2, 

so Sohneiden sich die beiden Geraden in dem Punkte 

^1 aft, — öa, ' ^1 aöi"-6ä, ■ 
iJies ist der sogenannte „allgemeine Fall''. 
Ist der Rang v 



\«i, »1, cj 



dann haben die beidea Geraden keinen Punltt gemeinsam; sie sind 
einander parallel, ohne miteinander zusammenaufallen; denn aus 
der Annahme 

a\—aj>^b d.h. «1=0«, 6i-ö)t 
folgt für die Gleichung der zweiten Geraden 

V + »iJ-e, -«(»«■ + %-») + (ra-»i) - 
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63. Geometrische Deutung für zwei und drei Gleithungei 



Ist endlich der Rang beider Matrizen 

also 

ab^— Uli ^ ac^— n^c ^ bCi~ h^c ^ 0, 



dann fallen die beiden Geraden ^nsamtnen mid haben alle ihre 
Punkte gemein. 

Es seien ferner, als Beispiel fBr n -= 3, 
ax + by + cii ^ d, a^-x + l^i^ + Cjia ^ d^, a^x+b^y + c^g '^^d.^ 

die Gleichungen dreier Ebenen im x,y,s~U&ame gegeben. 
Ist der Eang der Ko effizienten -Matris 



(A)- «1, b„ q gleich 3, 



so schneiden sich die drei Ebenen in dem Punkte mit den Koor- 
dinaten 

_ <i6,c,— db,c, +- ad.ea— nd,ei+- ab,d j —afi^d,+ - 

^^~ah,c,-ab,c,+->^^'^ab,e,-ab^e,+-'^^''ab,e,-ab,e,+ -' 

Dies ist der sogenannte „allgemeine Fall". 

Ist der Eang von (A) gleich 2, dagegen der von 



(A^) = I «1, \, r^, d, gleich 3, 

so kann man zwei Konstanten k und l so bestimmen, daß (Nr. 5f 
S. 78) 

as = «a + iai, b^ ^ xb -^ Ib^, c^ = «e + ic^, 
also daß 

wird. Wäre nun aueb 

d^==y.d + U^, 
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Kap. Vn. Die liueare 



so würde nach Nr. 45, S, 62 

f a, 6, c, ä 

(A)= "i. ''n Cn '', 

den ]iaiig 2 haben, da es sich dureh Zeilenkombination auf 



Vo, 0, 0, 

reduziert. Also ist infolge der Annahme über den Eang von (.Ap) 

Die durch den Schnitt von 

ax + hy -\- cz — d =- 0, a^x -\- h^y + qj — i-?^ = 
gehende Ebene 

)((a:K + ft^/ + CS - d) + X{a^x + !»j)/ + c,« - rf^) 
= (o^a; + \y + c^s — (fj) + (i^j — ad — Aü',) = 
ist also parallel zu 

ohne mit ihi 7 usanimen zufallen In diesem l'alle haben die drei 
Lbennii Leinen Punkt gemeinsam 

Ist lei Eang jedei der beiden Matrizen 



%, &^, c^, rf^ [ gleich 2, 



dann kann man nach Nr, 58, S. 78 zwei Konstanten k, J. so wählen, 
daß für die vier Unbestimmten x, y, Z, u 

a^x-^h0-\'C3S-\-d^u=K(ax-'rbi/-\-cx-^du)-{-X(a^x-\-h^y-\-c^£-\-ä^ii), 
also auch für m = — 1 

wird. Dann geht die diitte Ebene durch den Schnitt der beiden 
eisten, uod alle drei haben sämtliche Punkte dieser Schnittgeraden 
gemein. Es gibt daher oo' LBsungea. 
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64. Homogene Gleicliungen. 



(A). 



SO gibt es nach Nr. 58 zwei KonstanteE jt, i, für die 
a,x + b,y + c,2 = «(ax + by + es), 
a^x + h^i) + PjS = k(ax + hy + es) 

wird; also sind die drei vorgelegten Ebenen einander parallel. 
Sie können demnach nur dann Punkte gemeinsam haben, wenn 
alle drei zusammenfallen, d. h. wean auch noch 



dj = %d, d^ — Xd 
ist; dann aber hat die Matrix 



(A)- 



la. Ih, Ic, Id 



auch den Hang 1. 

61. Homogene Gleichungen. Einen besonders wichtigeir 
Fall der besprochenen Theorie liefern die homogenen Gleichnngea. 
Wir stoßen auf ihn, wenn wir in (4) alle Konstanten «m, «so, -■•, «^o 
gleich Null setzen, d. h. wenn wir von 

fi = «n^ + "'üH -r «fsiCs H 1" "v«»^™ — (* ■= 1, 2, ...,«i) 

ausgehen. Die Lösbarkeitsbedingung, daß (ji) und (^p) in (5) 
bzw. in (ll) gleichen Rang besitzen, ist hier stets erfüllt, da alle 
Determinanten, von denea eine Spalte aus Elementen der ersten 
Spalte von (Ä^ gebildet ist, ohne weiteres verschwinden. Die 
Gleichungen (17) gehen dabei über in die einfacheren 

(19) iB„0 = — (ai,^+iiK^+iH 1-«iA)0i„ 

und leigen die Eiistenz der — selbstverständlich, vorhandenen - — 
Lösung 

a;^ = 0, % = 0, . . . , a'„ = . 

Diese Lösung wollen wir eine identische nennen. 
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88 K.ap. VI!. Die lioearea Gleioliuiigen, 

Ist vom Eange m, d.h. n = r, so tritt kein x auf die rechte 
Seite von (19), und die identische Lösung ist die einzige, die da& 
System der Gleichungen hefriedigt. Damit andere, nicht iden- 
tische Losungen vorhanden seien, muß der Rang r von 
(^Ä) kleiner als n bleiben; dann köcnen iCj, at^, . . . , a;^ als 
homogene Funktionen von a!^^.i, ■ ■ -, i»^„ dai-gestellt werden, und 
die rechten Seiten der Gleichungen (19) enthalten {n — r) will- 
kürliche Größen. 

9 sich um ein System von r Glei- 

■ + «lr^r+ «1 r + l^r+l = 0, 

(20) ; 

[ Ori%"!" ■■ ■ + a^^x^ + a 
bei dem die Determinante der Koeffizienten von äj, iCg, . . . , at^ 
nicht verschwindet, d. h. bei dem 
(21) |!jjti = e + (i,fc=l,2,...,)-) 

ist. Multipliziefen wir die Gleichungen (20) der Iteihe nach mit 
®iai ®aiii ■ ■ ■ ' ®ro ^^^ addieren die Produkte, so entsteht die Ee- 
lation, in der die Determinante durch ihre ft'* Zeile angedeutet ist. 



ii Beispielen prüfen. Zunächst 




und daraus 


folgt 




(22)».- 


(„ly- 


"'"'•'"M.- 


Wir wollen diese Formel a 
sei für r = 2 das System 


3. 


x + n 


. + 4»_0, 


2. 


%- y 


4- 5^= 0, 


vorgelegt. 

X = 


Es wird dahei 


y = 


(-1)' 


-2-1 1 ^' ■ 



\ willkürlichen Pariiiiieter bedeutet. 
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65.ÄadereForm der Lösung. 


66 


i. Abhängige 


u.unabhang.Systeme. 


89' 


Zweitens sei bei r 


= 1 


5 das i 


System vorgelegt 






1+2!/ +3« + 


4i. 


!=^ 


0, 


! 


1, 2, 3 1 






2i + 3j, + 42 + l«- 


■0. 


&^\ 


2, 3, 4 j ■= 


-4. 




3a; + 4!, + l.+ 2o- 


■0; 




3, 4, 1 






(SemäB (22) wird 


2, 
4, 


3, 
4, 
1, 


4 : 

1 

2 


' """* ^ 


— 44 

"44 " ~ 


+ 11», 




,_(_!)■->-.. 


1, 

3. 


3, 

4, 
1, 


4 
1 
2 


1 ' ~^°' 


-1- +4 '* 


:-9M, 




oder 


1, 
2, 


4, 


4 

1 
2 


1 ■ :^ ° 


= — -jp-j- « = 


= 4-«; 





65, Andere Form der LSsung. Die Formel (22), die sieb 
auf r — » — 1 bp7ieht. läßt sich noch eleganter schreiben. Wir 
verstehen unter fl^j^, o^j, • • ■ i "o r+i unbestimmte Größen, setzen 
die Deteiminante 

lff^^j|=. r (0 = 0, 1, 2, ,..,r; Ä-1,2, ...,r + l) 

und bezeichnen mit T^ ^ die Ädjunlite von «d^ in T. Dann geht 
(21) über in 

^o,r + i = (— l)''"'®' 

und (22) liefert die Lösung des Gleichuiigssystems (20) durch 
die Bestimmung der Verhältnisse 

(22a) a;^:^:---:x^:x^^,= 7\^: T^^:--: T^.-.T^^^^^. 

Die willkürliclien Elemente «oi' ■ ■ ■ ' '^o,r+i tf^^^n nicht in die 
Lösung ein. 

66. Abhängige und unabhängige Systeme. Mit der 
Theorie der homogenen linearen GleicbuiigeE büngt das Folgende 
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«ng zusammen. Es seien, wie obea, m lineare, homogene Tunk- 
tionen von n Unbestimmten, vorgelegt 

ff = «^^fl^i + «,.g3^2 + fljgM-j H h »i«^» (f == 1, 2, 3, . . . , m). 

Die^i,/'2,...,^,„ bilden ein System voneinander unabhängi- 
ger Funktionen oder in etwas lässigerem Ausdruck ein «n- 
«.bbängiges System, falls keine identisch erfüllte Relation 

(23) «j/1 + «ä/'2+ HÜ+---+ ^J.,-^ 

besteht, in der die Konstanten k^,...,k„ niebt sämtlich ver- 
sehwinden. Die Existenz von (23) fordert, daß die Koeffizienten 
der ein!;elnea x in (23) Null werden. Daher darf das System 



(«11 «t + «aiKa -f «31X3 + ■ ■ 
|. . . . 


■ + ",„»,-0, 

■ +«,.i»., -0. 


U,,,, + i.„-i,+ Os.>,, + . 


■■ +«.„>'„- 



(23.) 



keine Lösung außer der identischen Xj = »g = ■ ■ ■ = 

damit die f^ ein unabhängiges System bilden. Nun wissen wir 

aus den Darlegangen in Nr. 64, S. 88, daß der Eang r der Matrix 

(o,-,) («=1, 2, ..,,m;7i;=-l, 2, ...,w) 

gleich m sein muß, damit (23 a) nur die identische Lösung zuläßt. 
Wenn abei m> », so ist r^n<m, d. h. m lineare homo- 
gene Funktionen von weniger als m Variabein können 
kein unabhängiges System bilden. Ebenso sieht man; 
m lineare homogene Funktionen von ebenso vielen 
Variablen sind dann und nur dann unabhängig von- 
einander, wenn die Determinante ihrer Koeffizienten 
von Null verschieden ist. 

Ist *B<«, und bilden die f^, f^-, ■ ■ -, f„, ein unab- 
hängiges System von linearen homogenen Funktionen 
der n Variablen Xj^, x^, , . . ., x^, so kann man m der Va- 
riablen X durch die übrigen(M— m) und durch die mFunk- 
tionen fi,f2,---,f,a homogen und linear ausdrücken. Denn 
zunächst muß wegen der Unabhängigkeit der f^ voneinander 
/ = m sein, und zwar können wir dabei 

|«,-;,| + (;,ft= 1, 2, 3,. . .,)«) 
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67. Zwei Systeme homogener lin 



annehmei!. Weiter lassen dann die Gleiclrangeii 



naob. Nr. 60, S. 80 eine und nur eine Lösung 

(24) :<;„= <pj,x^^,, . . ., x„; /;, . . ., Q (<. = ], 2, .. ., m) 

zu, wobei die g>„ lineai-e liomogene FnDkiionen der angegebenen 
Argumente bedeuten. Diese Lösung beweist die Eiehtigkeit des 
oben ausgesprochenen Satzes. 

67. Zwei Systeme hoiuogeaer lineiiFer Funktionea. 
Führt man die Größen (9i) in eine homogene lineare Funktion .'/ 
von x^, Xg, , . ., x^ ein, so nimmt sie die Form an, in der die 
b und die c Koastaiiten bedeuten, 

tf - ö,/i+ ■ ■ ■ + h,J.„^+ c^x,, + i+ ■ ■ ■ + c„_™^«. 

Wenn hierin die sämtlichen Koeffizieoten c^, c^, . . ., C„_,„ ver- 
schwinden, so wad g durch die fi, ft, . . ., f^ allein bestimmt und 
muß auch immei mit ihnen zugleich verschwinden. Wenn da- 
gegen auch nui einer der Koeffizienten c^ nicht verschwindet, so 
ist g nicht von den Funktionen f^, fj, ■■■,{„, allein abhängig, 
da g noch jeden Wert annehmen kann, welche Werte auch den 
m Funktionen f zuerteilt werden. In diesem Falle braucht ff 
nicht mit den f^ f^ f zugleich 2U verschwinden. 

Hat man außer dem unabhängigen Systeme fi, f^, ■ ■ ■ , f,„ 
noch Ä{>-Hi) voneinander nsabhangige lineare homogene Funk- 
tionen y^, ff /^ derselben "\ anablen x^, x^. . ..,x^, so können 
niemals bei dei Emfuhiung der Funktionen f^, fa, ■ ■ ■, f^ als 
Vatiable an die fetelle von t^, jr^, ,.., a;^ in die Funktionen 3^, 
£ij,.. .jjrt zu lei h alle übngen Variablen s:^^.,, . . ., a;^ von selbst 
wegfallen Denn son'it waien ^^ 9^, ■ ■ -ifft bloß Funktionen von 
fjifai'--./„ die wegen Ä^-ii nach dem vorigen Paragraphen 
nicht unabhängig fe n können Es werden also die ft Funktionen 
ö'n^ai-- 9k nicht notwendig zugleich mit den m Funktionen 
fit fn ■ ■ 1 fn ^^ veisehwmden biaucben. 

Genau das gleiche Rp'iultat eigibt sich, wenn die /i,/";;, . - ., f„, 
kein unabhan^iti, "^i tem bilde in diesem Falle reicht es aus. 
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92 Eap. Vn. Die lineareu Gleichungen. 

statt des abhängigen Systems ein in ihm enthaltenes unabhängiges 
von ft<m<A Funktionen etwa /i, fg, . . ., f^, zu betrachten, 
durch das die übrigen f darstellbar sind. 

Sonach gilt der Satz: Wenn die Anzahl einer Reihe von 
einander «cabhängiger homogener linearer Punktionen 
die Anzahl anderer homogener linearer Funktionen der- 
selben Variablen ttbertrifft, so kann man dnrck passen de 
Wahl der Variablen stets die letzten zu Null machen, 
ohne daß zugleich die ersten sämtlich versehwinden. 

68. Eoutinuanteii. Die Behandlung einer besonderen Klasse 
linearer Gleichungs Systeme führt auf ein neues Gebiet der An- 
wendungen von Determinanten. 

Sind a;, x^ zwei beliebige reelle positive Größen, x~>x-y, dann 
läßt sich der Quotient x^i x m einen Kettenbtuch verwandeln, den 
man in der Form schreiben kann: 

a^,:3;=l/ai+lM+ l/«,, + ■ ■ ■ + 1K_, + IK + ■ ■ ■, 



(24) 



i_<i,ä:,+ «:„ 


i,:i - l/a, + V%. 


r,-o,a^, + %, 


^2=^1= 1/%+ V^ä' 


%= «3^3 + ^1' 


».:«■- V«. + "./«.. 


^-,-i='»,.^«+^« + i. 


^.:":.-.- V». + «. + i/'. 



setzt, wobei jedes a^ die größte ganze Zahl bedeutet, die in dem 
Bruch iCj_ 1 : Xj^ enthalten ist, so daß keiner der Quotienten a^ gleich 
Null werden kann. 
Man nennt 



I/o,, l/«,+ l/o„ 



l/<i,+ l/<., + -.-+l/o„ 



den ersten, bzw. den zweiten, . . ,, re'"' Nüherungswert von x^: x\ 
man erhält den «'*" Näherungswert, wenn man in (24) alle Größen 
^n+i' *n+8i ^n+at ■ ■ ■ ^^^^'^'° Null Setzt und ans dem so ent- 
stehenden neuen Systeme den Wert x^ : x berechnet. Man erhält 
dabei ein System von linearen Gleichungen zwischen je 3 und 
von einer zwischen 2 aufeinanderfolgenden x, nSmlich 
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68> Kontinuanten. 



- >!, + 0,1, + X, 



+ a 



0- -«.-,+ «.-i»._i+ ". 

Als Resultat der Lösung dieses Systems na«li der Große x^ ergibt 



sicli 


odauu 














«,. 


1, 0, 


0, .. 


, 0, 


1. 1, 


0, 0, .. 


, 0, 





— 1, 


",1 1. 


0, ,. 


, 0, 


0, o„ 


1, 0,.. 


. 0, 





0, 


-1, «. 


1,. . 


, 0, ',^1 


= i 0, — 1 


o,, 1..- 


., 0, 





0, 


0, 0, 


0,. , 


, -1, ». 


■ ■ ■ 

0, 0, 


0, 0, . , 


, — 1 


«. 



uud daraus als «"" Nliherungswert für - 



%. 


1, 


0, . , 


, 0, i 


«, 


1, 


0, 0,., 


, 0, 





-1 


"3. 


1, , , 


, 0, i 


-1 


"„ 


1, 0, . . 


- 0, 


" 


0. 


— 1 


«„.. 


' ^'^i 


0, 


— 1 


«„ 1,. 


., 0, 





0, 


0, 


0,-. 


' — 1. o„ 


l 0, 


0, 


0, 0, . . 


.. — 1 


. »J 



Setzen wir die im Nenner stehende w-reihige Determinante gleich 
so wird die Zühierdeterminante gleich 



!.-i(«. 



>,.) 



und man hat 

(25) l/o,+ l/o,+ l/o,+ --- + lK- j_(„^,„ „j 

Die Determinanten von der durch q,^_^ und q^ gegebenen Bildung 
heißen Kontinuanten. 

Entwickelt man die Determinante g„(aj, . . ,, a„) nach den 
Elementen der letzten Zeile, so ergibt sich die bekannte Formel 
g„(«i,...,a„)-«„</„_i(ai,...,ß„„i) + g„_s(»i,...,a„_a). 
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Bezeichnen wir für den Augenblick ((„(a^, ...,«„) durcli B, die 
Elemente von B mit fc^j und deren Adjunkten mit Bn-, so ist 
(Nr. 40, (7b), S. 52) 

(26) -ß ■ -Bii,.„= -Su^»,- -Bi,.^«!- 

Wegen der leicht orsichtlichen Relationen 

5,1 = 9„-x(«Ä- -■-««), -Bi„^(-l)"-SJ^'.i=l. 

geht die Gleichung (26) in die bekannte Porniel über 
</„(ai,...,a„)g„_j{a2,.-,«„_2)— g«_i(an-,a„_i)5„-i(aar-'<'J=( l)"- 

Kapitel VIIL 

Resultanten; Eliminanten; Diskrimiiiante«. 

69. Bedingung für eine gemeinsame 'Wurzel zweier Glei- 
ohimgen. Resultante. Es seien zwei algebraische Gleichungen 
mit einer Unbekannten 2 vorgelegt: 

\j(i)sS,i" + S,j-' + -. + (>,_,. T.,-v 

es soll untersucht werden, wann beide eine gemeinsame Wurzel 
besitzen. Gesetzt, 2 = 2^ wäre eine soUhe so kennte man den 
Wurzelfaktor (z — Sj) aus jedem der beiden ( cleii-hunijsiiolynome 
f(/) und ^(s) herausziehen und 

««)-(.-',)A«, K»)-i»-^Oji(') 

(2) /-{j),,!«) -„(«)/■,(,) -0 

setzen, wo f^, i;^ ganze Punktionen in s vom Grade [m — l) bzw. 
(« — l) bedeuten. Umgekehrt folgt aus der Existenz einer solchen 
Identität (2), daß die beiden Gleichungen f= 0, g -=0 min- 
destens eine gemeinsame Wurzel besitzen. Denn 



».(')--'-■ 



' f'if) 
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. Bedingang für eine gern einsame Wnrzel i 



;r Gleichungen. 95 



zeigt, daß jeder Wurzelfaktor von f{ß) in dem Produkte (^{z) ■ g{z) 
als Faktor vorkommt; da nun /■,(«) vom Grade {m — l) ist, also- 
höchstens (m — l) Wurzelfaktoren von fiß) in sieh aufnehmen 
kann, so muß mindestens ein Wurielfaktor von /"(s) iu g(_z) vor- 
kommen. Die Frage nach einer gemeinsamen Wurzel von f = Qf 
und g ^ läuft also auf die hinaus, ob eine Gleichung (2) her- 
gestellt werden kann oder nicht. 

Um dies zu entscheiden, setzen wir mit noch unbekannten 
Koeffizienten zwei Funktionen an 



(3) 









■+■■ 



+ %- 



''^P^- 



und bilden den Aosdrack für die linke Seite der Gleichung (2) . 
Dabei entsteht eine Gleichung vom Gracle (»i + « — 1) nämlich 

(«o?o — ^J'o)«""^""^^+ («i'7o+«o3i — Vo — Mi)^"*"^""^-! 

Soll diese identisch, d. h. für jeden Wert von S erfüllt sein, so 
müssen die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von z gleich Null 



werden, und es mufl Werte von jj^, p-^, i»ä, . . ., i),«-i; 3o, q^, 
q^, . . ., (?s_i geben, die, ohne sämtlich zu verschwinden, das fol- 
gende System homogener linearer Gleichungen erfüllen 


«o5o 


-Mo 




= 


ai?o+«o3i 


—^i1h~\Vi 




= 


«m?o+«m-i3i+-- 


■ + Hl». 




= 


+ «™ai +■■ 


■ + «iS™ 




=0 


««.■/« 


.-ä+«m-l'7/,-l - 


Kp^. 


- -''«-iP™_i=0 




"«i1n-\ 




~b^p^_^ -0. 



Es ist also charakteristisch für die Existenz einer gemein- 
samen Wurzel von f =^ und g = 0, daß die Koeffizienten-Deter- 
minante dieses linearen Systems von (m -^ n) Gleichungen i 
schwindet, Nr, 64, S. 88. Macht man die Zeilen z 
nimmt die (m + jt)-reihige Determinan-te die Gestalt a 
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I 0, «0, «1, , «^„i, 



,(4) 



, .,0 , 

, .,0 j («Zeilen) 



0, 0, 0, . . ., «0, %, 

0, &», &,,..., &,^9, ö„_, 



, , 



(mZeilen) 



0, 0, 0, , fcfl, !ii, ^a, . . ., 6„ i) 

Wir nennen diese (wi + «)-reitiige Determinante die Resul- 
tante von f und g und tiezeiclinen sie durch B. R = liefert 
die charakteristische Bedingung dafür, daß f=0 und 
3 = mindestens eine gemeinsame Wurzel haben. 

70, Bedingungen für zwei gemeinsame Wurzeln. Wir 
nehmen an, B sei =- 0. Dann setiea wir mit noch unbestioimten 
Koeffiiiienteii wiederum awei Funktionen 



(5) 



f,(ß) - s,«— '+ »,«"-•+ ■ ■ ■ + «,_,« + «.->. 

S,ll) - >,!-• + I,«-' + ■ ■ ■ + l._,2 + f,_, 

an und bilden ähnlich wie in (2) den Ausdruck 

(6) f(')S,(.') - »Wf.» = C.2"-' + ■ - ■ + c„,_, 

■wohei für die Koeffizienten c 



cA + «o'i 



- &0S1 



zu setzen ist. Sehen wir von der letzten dieser Gleichungen ab, 
•daan bleibt ein System von (*» + h — 2) linearen Gleichungen 
zwischen ebenso vielen Größen s^, t„ Kurüek, deren (m-\-n — '2)- 
.reihige Koeffizienten-D etenainaate 



<7) 



0, «n, 






o> 



{n — 1) Zeilen 



(m — l) Zeilen 
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70. Bedingungen für zwei gemeinsame Wuraeln. 97 

ist J?i entsteht aus ü wenn mm m E die letzte Zeile dei Ele 
mente a die letzte dei EleraeEte h und die beiden letzten Spalfcpn 
streicht, E^ ist also ein Minor \uii R 

Ist iJ^ =^ dann kann man die s und die t so bestimmen 
diß die Auslracke r^ (^ c^^ , beliebig \oiges hiiebene 

Weite annehmen z B so daß 

wird. Dadurct geht \ia) m 

rt»)?,w-!/(»)/'.»-«i« + "'..+.^. 

über, und diese Gleichung zeigt, daß f und g nur einen gemein- 
samen Teiler eisten, aber keinen höheren Grades besitzen Denn 
hatten sie einen aolchen hohpien Grades gemein, dann mußte 
ji auch die rechte Seite der Gleithung durch ihn teilbar weiden 
Da / und g einen Teiler eisten Grades besitzen, so ist er durch 
die lineare Funktion auf der reUiten Seite der letzten Gleiehune 
gegeben 

^' ''•"'" 7f-0, R,+ 

die charakteristischen Bedingungen dafür, daß die 
beiden filoichungen /"= j? = eine uud auch nur eine 
gemeinsame Wurzel Viaben 

Ist i?j — dann kann man die s und die t in (5) so bestim- 
men, daß sie ohne samthch ^0 zu werden, die c,,, q, ..., c^^^^i 
zum Versihwmden bringen (Ni. 64, S. 88) und so (ß) in der Ge- 

liefern. Die rechte Seite muQ gleich Null werden; denn da f 
und g wegen B == einen gemeinsamen Teiler haben, teilt dieser 
auch die rechte Seite, und das ist nur möglieh, wenn die Konstante 
•^»1+71-3 verschwindet. Dann ergibt sich durch Division 

W) = ^(^) ■ 

Diese Gleichung zeigt wie die entsprechende S. 94, daß jeder Wurzel- 
faktor (b — 2„) von f{s) aueh als Faktor in U{p)g{^) vorkommt; 
da nun f^{z) vom Grade (m — 2) ist, müssen f und g einen 
Teiler gemein haben, der mindestens vom Grade 2 wird. 
Es liefern 

£ = n = 
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die charakteristischen Bedingungen dafür, daß die 
beiden Gleichungen /"= 0, ,1? = mindestens zwei ge- 
meinsame Wurzeln oder auch eine gemeinsame Doppel- 
wurzel haben. 

Auf dem eingeschlagenen Wege kann man in gleicher Weise 
weiter gehen und kommt dabei zu entsprechenden Eesultaten. 

71. Beispiele. Als Beispiel nehmen wir zunächst « = 1 bei 
allgemein gelassenem m, also 

f{^) = öo.e"'+ öi^"'-'-f ■ ■ ■ + ß„,_iä + a^, 
dann wird die Resultante beider Gleichungen 



«0, 


«,, 


%' 


aj, . 


■: -^m^l 


«m 


1, 


-6, 


0, 


0, . 


., 0, 





0, 


1, 


- b 


0, . 


., 0, 





0, 


0, 


1> 


-1>, . 


., 0, 





1 0, 


0, 


0, 


0, . 


1, 


-J> 



die nach den Elementen der ersten Zeile entwickelt 

gibt, was, abgesehen vom Zeichen, selbstverständlich ist. — 

An zweiter Stelle nehm.en wir m =^ 2, w = 2, also zwei 
Punktionen zweiten Grades 

rt«) - a,2' + «,2 + o, , !,(») - !)..' + 6,. + i, ; 
dann wird für die Resultante Ti gefunden 



«0- «i, «s, 
0, ÖQ, a^, «a 






+ «1^*0^— <*i"«''o^i +'^^V 
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71. Beispiele. 72. Elimiuanten. 



und für den Minor M^ von E 



Aus den Gleichungen B = 0, Hj =0 folgt sofort 
«0 : % : (ij = öo : öl : h^ 

als Bedingung dafür, daß f—0 und <j — dieselben beiden 
Wuraeln haben. 

72. Eliminanten. Sind die Koeffizienten a und b in den 
heiden Funktionen von s 

f(^) = «„a"' + ■■■ + «,„, (li/) = &,4" + ■■■ + !., 

ganze Funktionen einer zweiten Variablen a;, was angedeutet sein 
möge dui-ch die Schreibweise 

a^ = a^{x), l^^l}^(x), (« = 0, l,...,>w; 1 = 0, 1,.. .,«), 

um öies auch hei f uöd ^ ¥0r Augen treten zu 

Wir suchen nun die gemeinsamen Wurzeln der beiden Olei- 

'AM bestimmen. Ist a: ^ |, 3 = £ eine Wurzel dieses Gleithungs- 
systemg, dann haben die beiden Gleichungen mit der Unbekannten s 



HO setzen 
lassen 



(9) 



(10) 



f(t;!)~0, Sit-,')- 



i Wurzel Z '^ i, also /'(^; ä) und g(_^- e) den ge- 
meinsamen Faktor (^ — £); demaach wird 



«.(I), «,(8,..-, ».(9, 0, 0,. 
; 0, s(8.---. «.-.(9. «.(I), 0,. 



m) - 



Mi), 


»,(ö,.. 


■. ',(9 


0. 


0, . . , 


i "• 


'1,(9.. ■ 


., »..-.« 


0, ».(9, 


0,... 
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100 Kap. VIII. ftesultanten ; Eliminanten; Diskriminanten. 



Ist umgekelirt. | eine Wurzel der Gleioiiung Ii(x) = , so 
liaben die Gleiclmngeii (10) eine gemeinsame Wurzel S = ^, und 
die Gleichungen (9) werden durch die Annahmen 



;(W . 



Die (m + «) -reihige Kesultante 
«,(.), «,{^),..., .„,(.), 0, 0,... 
0, a,{x),..., a^_,{x), <>Jx), 0,... 

b^ix), \(x),..., h„(x), 0, 0,... 
0, h(x),..., b^_,{x\ bjx), 0,... 



heißt die Eliminante in x der Gleichungen (9). 

73. Diskriminanten. Gehen wir hei der Eesultant«nhildung 
von den hei den Funktionen 

f(i) - o„2- + a,»— I + o,£— ' + ■ ■ ■ + ».^,< + «,., 
/;(») - mo.^— + («- l)»,«—" + (m - 2)»,i'— + - ■ ■ 



aus, deren zweite die Ableitung der ersten ist, so gibt, 
Algebra zeigt, das Verschwinden der Resultante 






Zeilen 



(") 



..„(.»-i)»„ 



die charatteriatiache Bedingung dafür, daß /■= mehrfache 
Wurzeln hesitzt Die Determinante in (11) heißt die Diakri- 
minante von f{%). Diese Determinante ist (3m — l)-reihig; wir 
können sie zu einer 2(»w — l)-reihigen mächen. Multipliziert 
man die Elemente der ereten (-m — l) Zeilen mit dem Faktor m 
und zieht dann von jeder w'^" Zeile die (im — 1 -f «)** ah 
(k = 1, 2, 3, . . ., iK — l), dann liefert die Entwicklung nach 
den Elementen der ersten Spalte, ahgesehen von dem Faktor 
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, Diakriminanten, 74. Lineare Subatitutionen. 



die Diskriminante als {2m ~ 2)-reibige Determinante 





0, «„ 2«„ ,,„ («-iK,_„,,, 


Zeilen 


.- 


m«., («.-l)<.„(m-2).„,., «,_„ .,. 






0, m«o, (m— l)a,,.,., 2rt„,_ä, 


Zeilen 




So ist das Verschwinden tou 




0,, 2«, 
B, _ „ äso'-4«,a, 
2«„ 0, 




die Bedingung dafür, daß die Funktion 




V' + »1« + o, 
ein Quadrat wird. 




Kapitel IX, 






Lineare Snbstitationeii. 





74. Lineare Substitutioaen Zwisd en zw«i Reihen von 
je n anabhängigen VariaVlon ilie ^ii hzw mit x-^, ajj, . . ., a!„ 
und «/j, ^j, . . ., 1/^ bezeichnen mögen die « Imeaien Gleichungen 
[ yi — aii% + o,„Jg + + a, T„ 

bestehen. Wir können vei'mittels (l) die x^ für die ^^ subBtitnieren. 
Deshalb nennen wir dieses System eine lineare Substitution. 
Wir schreiben (l) kürzer 



(la) (j„. ,,!,,)- .... (>^....,«,)_(^)(rr„,,„..) 

V«„i, ■■■,«„„/ 

-(«,.)(«„■■-.»,) (i, i-1,2,...,«). 
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102 Kap. IX. Lineare Substitutionen, 

Wenn kein Irrtum zu befürcliteii steht, setzen, wir auch (Ä) 
oder («n) für die Substitution (l). Ferner bezeichnen wir die 
Determinante 

(2) 1«,.!-^ ((,;.- 1,2,...,,) 

als Determinante der Substitution und die Matrix (A) als 
Matrix der Substitution. Die Bedingung der Unabhängigkeit 
der Variablen voneinander fordert j1 ^^ 0. Ist diese Bedingung' 
erfüllt, dann kann man auch umgekehrt die x durch die y aus- 
drücken; dies geschehe durch die Gleichungen 





«.-"1,91 + 


•ii!/. + - ■ + «, 


,A' 


(3) 


3-ä -«IsJ/i + 


"3292 H + « 


«sJ'n. 


oder kiirz.er 


■<,.s,+ -- +« 


nJln 


(3 a) 


fe, . . ■. «.) 


-('■.i)(!'i,--. 


%). 


wobei, wenn man unter Ä.^ 


die Adjunkte von a,j 
(i, t-l, 2,..., «) 


Wi) 


■ bezeichnen 


",. 1 - A 




und di( 


1 Adjunkte von k,^. in 


A mit A,^. 




75. Komposition von 
Substitution durch das Syste 


Substitutionen. Es i 
im der n Gleieiiungen 


(5) (': 


u..-,0-(»..)(?..- 


,y„)-iB)(p„...., 


,2/J; 



gegeben, die die Variablen g in die y Überfuhren. Dann kam 
man auch den durch (5) und (l) gemachten Übergang von den ; 
zu den x unmittelbar vornehmen und die y ausschalteu durch 

(6) ', ~ßS'' - J''«il°<"'' ~ ^."•iV' - ?'"'• • 



y Google 



75. Komposition von Substitutionen. 76, Kooi'dinateat ran s form. 103 

gesetzt wird. Hier tritt die Komliiiiatioii voa Zeilen mit Spalten 
als notwendig auf (vgl. Nr. 37, S. 49). Aus dei- letzten Glei- 
chung geht hervor, genau wie hei der Multiplikation von Matrizen, 

(C) heißt aus (B) und {Ä} zusammengesetzt oder kompo- 
niert; (£) und(-ä) heißen Paktoren. Man sieht: Die Deter- 
minante einer komponierten Substitution ist gleich dem 
Produkte der Determinanten ihrer einzelnen Faktoren, 
ritr diese Komposition gilt das kommutative Gesetz im 
allgemeinen nicht. Dagegen hleibt das assoziative Gesetz in 
Geltung, so daß der Begriff der Potenz einer Substitution 
widerspruchirei definiert werden kann: 

Ur-[(Ä){Ä)](A)-(M(^)(A)], 



Multipliziert oder komponiert man die beiden Substitutionen der 
vorigen Nummer, so entsteht 



(Ä){A)^(f<)(i) = 



f), 0, . . ., 1 



Die Substitition lut lei e hten Seite beißt die Einheitssub- 
stitution. Wu 1 zeichnpn j, e mit (E). 

76. Koordinatentranaformation in der Ebene und im 
Baume. Vijllz eht man in einer Ebene den Ohergang von einem 
rechtwinkligen Ächsenajstem 1er Koordinaten if^, x^ zu einem, 
anderen le htwmkhgei dei Kooidinaten y^, y^ mit gleichem Null- 
punkte, so wild diese Umwandlung analytisch vermittelt durch 
einp Substitution von der Form 

Drückt man das Quadrat des Abstandes eines Punktos {x^,x^ 
= (^^, y^) vom gemeinsamen Nullpunkte in beiden Systemeo 
durdi die Koordinaten aus, so folgt 
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104 Kap. IX. Lineare SnbBtitationen. 

und daraus wegen (7) 

K+«a>'i'+(«,u«i.)'.'+2(«„"„+»„"„)%«^, —;,'+>•/. 

Dies gilt für jede Wahl von a:^ und x^ ; also ist 
(8) «,\ + <=l, ai's + «s*a-=li «a«i. + ''si«2a = 0- 

Aus (7) ergibt sich weiter durch Kombination unter Ver- 
wendung von (8) 

f «uJ'i + «n2'ä = («Ä + «Ä)^! + ("11*12 + "äi«S!i)% ^ ^1 ' 
1 «la^i + «ssJ's = Kl 0« + «si«js) ^1 + («12 + O ■^s = a^a ; 

und wenn man diese Gleichungen ebenso behandelt wie (7), so 

findet man, den Gleichungen (8) entsprechend, 

(8a) ai\ + <a=l, <i + aÄ==l! «uOai + ai2«s« = 0- 

Bildet man unter Benutzung dieses Ergebnisses das Quadrat 

I I «u «!1 I I «A + O'^i ' «1 1 «äl + «19 %a I 



J^ = 



I 'hl "sä I I "la "ss I I "ii *si "f" "si "sa ' *£! + <* 



loil ■ 

so sieht man, daß die Determinante der Substitution 
(9) A=^-\-X oder A 1 

sein muß. Beide Fälle treten ein; der erste, wenn mau durch 
Drehung in der Ebene die positiven Halbachsen der y^ und y^ 
gleichzeitig zur Deckung mit denen der x^ und x^ bringen kann; 
der zweite Fall A^^ — 1 , wenn das nicht möglich ist. 

Da der absolute Betrag von a^^ nicht größer als 1 ist, so darf 
man a^i -- eos« setzen; (8), (8a) und (9) fuhren dann auf 

, , / cosw, £ sin (b\ , , /oosw, * sin w \ 

(A) - (_ ^ ^.^^ ^^^^ ] oder (Ä) = (^^ ^^ ^ _ ^^^ J 

bei £ = ± 1. 

Geht man im dreidimensionalen Eaum von dem rechtwink- 
ligen Ächsensystem der x^, x^, x^ z» einem anderen der y, , y^, f^ 
mit gleichem Nullpunkte über durch die Substitution 
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76. Koovdinatentranaformationen ia der I 



1 Räume. 105 



(10) 



Vi = «31% + «Ba^^a + "ss^B . 
so folgt für jede Wahl von %, x^, x^ aus der offenbar gültigea 
Relation „ , . , , „ , „ , o 

y^ + 1/i + Vi ==- % + % + ^s 
durch Substitution von (10) 

+('*n«i3+«3i''sa + %«38)%^a+(«is''itt+«»a»a3+«8S«3äK^3 
also ist das Gleicbungssystem gültig 



(") 



durch Kombination 



»,' 


+ «l 


+ < 


= 1, tt, 


«18 + 


J„0„ + 0, 


«,' 


+ «," 


+ < 


=- 1, «1 


»1. + 


.„»,. + 0, 


»l' 


+ < 


+ ■".' 


-1, «, 


«1. + 


«.,",! + «. 


(10 


) ergibt sich 


weiter ii 


nter V 


erwendung 



= 0t 

-0, 



.(11) 



(10 a) 



= «ni/i + (faii/a + agiyj, % — aia?/i + «sa^a + «351/3, 
»^3 = «isS'i + «aa^'s + «as^'s ^ 
und wenn man diese Gleichungen ebenso behandelt wie (lO), so 
kommt man zu den entsprechenden Resultaten 

1 < + < + «Ä = 1 > «u«ai + «ia«8a + «is«as ^ . 

(IIa) < + < + <=!, aiiasi + Oia«aa + «i»«33 = 0- 

lOj^ + ög^a + a^^ = 1 , «21 «31 + «saflas + flsj'Jaa = . 

Bezeichnet man die Determinante von (lO) wieder mit A 

und bildet ihr Quadrat, so ist wegen (IIa) 

j 1 , 0, ' 

-= jo, 1, !, 

»13' »SB. «33 I f , 0,. 

und es ergibt sich, wie oben 

(12) ^ = + 1 oder ^ = - 1 . 

Durch Drehung der ^-Achsen um den Nullpunkt kann r 
die positive Halbachse der y^ mit der positiven der x-^ und 
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106 Kap. IX. Lineare Substitutionen. 

gleick die positive der a mit der der x zusammenfallen lassen 
daaii fallt die y^-K. hse nie jg Achse und je na 1 dem dal ei 
die gleichsinnigen Hall a,cliseii de g und dei yg z i immenfallen 
oder nicht, gilt .^ = + 1 oder A = — 1 in (!') 

Zwischen den i euu Koeffizienten «^^ in (lUj 1 eftehen die 
sechs Eelationen (11) oder die aus ihnen ableitbaren (Ha), aus 
denenumgekehrt auch wieder jene folgen. Wegen ''n + '^iB+^ia^"! 

«jj = cos cö, flj^j = sin ra cos Mj^, flj^j = sin w sin Wj^ 
setzen und wegen a^^ + a^^ + a^^j = 1 auch 

sowie 

ßgj und «23 lassen sich dann aus dem System 

al^ + Q^,^ = 1 — sln^iaeos^w^ , 

«jj sin 0) cos oij^ + «gj sin w sin Wj = — sin a cos m sin u^ 

berechnen. Man findet 

«33 = — cos 0) cos (»1 cos cog i sin w^ sin o», , 

und weiter a^^ und «gg durch 

«o, sin M sin w, = — sin cd cos ra cos W[ — a^^ sin w cos Wj , 



ögg = — cos C3 cos Wj^ sin coj _|_ sm coj cos oij , 

(j1) ist somit durch drei Größen m, m^, »g bestimmt. 

77. Orthogonale Substitutionen. Die in der letzten Nummer 
besprochenen Substitutionen sind die einfachsten PäDe der ortho- 
gonalen Substitutionen. Wir nennen eine homogeue, lineare 
Substitution 

(1) (». ».)-(«,.)(«„.-.«•.) 

orthogonal, wenn sie die Beziehung 
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77. Orthogonale Subatitution, 78. Gleichung der tleraden. 107 



liefert. Die Determinante einer orthogonalen Substitution heißt 
eine orthogonale Determinante, ihre Matrix eine ortho- 
gonale Matrix. 

Es folgt wie oben bei « = 2 und « = 3 auch im allgemeinen 
Falle durch gleiohe Überlegungen für die Indizes i, ft ^1, 2, ..., w 

(14) K,---,0=-(«H)(2/n---,!/J 

(15) ,4 = |a;i| = ±1. 

Multipliziert man die Matrix einer orthogonalen Detcrminautö 
mit ihrer transponiei-ten {Nr. 45, S. 62), d. li. bildet man 

so erhält man die Einheitsmatrix (Nir, 75, S. 103). Umgekehrt 
definiert die Gleichung 

(«,.)■(".,)-« 

eine orthogonale Matrix. 

Löst man (l) nach der allgemeinen Methode auf (S"r, 17, S. 23), 
so findet man 

und durch die Zusammenstellung mit (14) und (15) 



Kapitel X. 

Geonietriselie Amveiiilimgen. 

78. Gleichung der Geraden. Wir gehen jetzt zu geometri- 
schen Anwendungen der Determinanten über, wie sie bereits in 
Hr. 63; S. 84 und Nr. 76, S. 103 gestreift wurden. Wir setBen 
dabei die Methoden und die Gnuidlagen der analytischen Geometrie 
als bekannt voraus, insbesondere die Einführung und Benutzung 
der Koordinaten, 
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108 Kap. X. GeometriBche AnweDdungen. 

Die Gleichung einer geraden Linie in recht- oder schief- 
winkligen ParallelkoordiHaten wird durch 
(1) , ax+by + c^O 

geliefert. Soll diese Gerade dtirch die beiden Punkte 

A-(Vä), A-W».) (-Pi + J".) 

gehen, so müssen die heidon Gleichungen 
(la) axi + Ö*/, + c=- 0, «i^a + ö»/a + c = 

befriedigt sein. Das System (l), (ia) reicht aus, um die Kon- 
stanten a, h, c in eliminieren. Es besteht aus drei in a, b, c homo- 
genen, linearen Gleichungen, und a, b, c sind nicht sämtlich Kuli; 
also verschwindet nach Nr. 64; S. 88 die Determinante 

|^> ff> 1 ; 

Ist P^= (*a/2'a) ^"^ Punkt von (2), so wird 



(3) 



Dies ist die charakteristische Bedingung dafür, daß die drei 
Punkte Pi,P2,Fs auf einer Geraden liegen. Diese Bedingung 
kann in die Form der Gleichung 

(3a) ^^^-^" ^^-^'; = 

gebracht werden (Nr. 16; 8. 23). Wir werden bald noch eine 
andere geometrische Deutung der in (3) oder in (3 a) auftreten- 
den Determinanten geben. 

Endlich sieht man leicht, daß {'S) erfüllt ist, wenn für die 
Koordinaten von P^ 

(3b) X, = —^-J^■- -, Vs fq.— " 

gesetzt wird. Nun folgt umgekehrt (3b) aus (3); denn setat man 
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so wird 

und dadurch erhält u 



79. Ereisgleichung, 



1+« 



1 mittels Zeileiikombination aus (3) 



-fe~«.)(!'.-'-f^)-0, 



y 


+ "!/. 




i + " 




dana setzt 


- 


y,—ys 



^3 = 

j = x^ muß )/i + »/g sein 



tind macht die gleichen Sclilüsse. 

79. KreisgleictLung. Die Gleichung eines Kreises wird i 
rechtwinkligen Koordinaten durch 
(4) «(#+/) + 2!.a; + 2et/ + ä_0 

geliefert. Soll er durch die drei Punkte 

-Pi-CVft). n -(%/».)■ P,-(',ls,) 

gehen, so müssen die drei Gleichungen 

(4a) alx^" + )/j^) + 2&JC, + 2c!/j + d = (;. = 1, 2, 3) 

erfüllt sein. Das System (4), (4a) gibt nach Nr. 64, S. 88, 

h^ + J/^ , a;, «/, 1 



(ö) 



= 



a-s^ + y»^ . 



' 2/3 ) 1 1 



als Gleichung fttr den Kreis durch P^, P^, P^. 

Als Koeffizient von x^ -\- y^ tritt in (5) die Determinante 

■ a^i- Vi, 1 I 
I Kj, j/ai 1 ' 
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Kap. X. Geometrische Anwendungen. 



auf. Ist diese DeterminaEte gleich Null, dann liegen nach der 
vorigen Nummer die drei Punkte Pj, Pg, Pj auf der Geraden 

(6) 

und der Kreis degeneriert gleichzeitig in die gerade Lin 



(7) 



i^a* + &»', a^i-, Vi, 1 [ 
%* + ^s^ aij, )/3, 1 I 



Die beiden Geraden (6) und (7) müssen identisch sein. Das 
zeigt sich auch, wenn man (3b) benutzt, um (7) umzuformen. 
Dabei geht die letzte Zeile von (7) durch Zeilenkombination in 



fe-a^ay+(yi-3/ä)'J, 0,0,0 

entsteht (6)- 



(1 + «)' 
über, und da das erste Element nicht verschwindet. 



tediögurig dafür, daß die vier Punkte 

?.-{■■.;».) («-1,2,3,4) 
1 Kreise liegen, ist daher gegeben durch 
I ^i^ Vi-, ^^., yji 1 I 



(8) 



3^3 + «/ä , %i 2*2. 1 



= 0. 



80. KegelBchnittgleichung. Genau in der gleichen Art kana 
man weitergehen. Da die Gleichung der allgemeinen Kurven zwei- 
ten Grades in rechtwinkligen Koordinaten, d. li. da 

a^x^+ 2a^xy + a^y^+ •2a^x + la^y + o^ = 

fünf wesentliche Konstaaten hat, nämlich die Verhältnisse der a 
zueinander, so ist die Kurve i. A. dnreh fünf Punkte 

■P= = WyJ (« = 1,2,3,4,5) 
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80. Kegele ohnittgleichung. 81, Gleichung ffli Ebene und Kugel. Hl 

bestimmt. Eliminiert man aus jener Gleickuug und ans den fünf 

Gleicliungen 

ü^xJ+2^^x^if^+a^JJ„^+2a^x^+2a^^|l, + a^^0 (« = 1, 2, ,.., 5) 

die a nach der in den vorigen Nummern zweimal beantKten Me- 
thode, so erhält man als Kurven gleichung 



(9) 



. a!i^i, J/l^ a^i, j/p 1 ■ 



. a^^BT ^'5^ ■^S' J/s' 1 I 



Liegen drei der Punkte P^, etwa P^, P^, l'^, auf einer Ge- 
raden, so jerfällt die Kurve in zwei Gerade P^P^ und P^P^ 



(10) 



X,, ij„ 1 = 0, 



Die Determinante in (9) untersclieidet sich dann von dem Pro- 
dukt« der beiden in {10) nur durch einen von x und y unabhängigen 
Faktor 0, der durch die Annahme x — 0, ;/ = bestimmt wird: 



i^, 



^aVa- y». 



(" 



So findet maa; Beim Bestehen der Gleichu 



, Ps. 



-0 



irfällt die seehsri 



y, 


1 


Vt 


1 - 


Vi 


1 



^5, J/s, 1 i 



81. Gleichung für Ebene und Kugel. Dieselben Methoden 
kann man für den Kaum verwenden. Die Gleichung einer durch 
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I. X. Geometrische Anweadungen. 



die drei Punkte P^, P^ 
Gestalt 



P, bestimmten Ebene nimmt dabei i 



1 %, 2/3. h, 1 I 

an, und die Bedingung dafür, daß P^, Pj, Pj, P4 in i 
liegen, lautet 

! ^„, ;/„. ^tt' 1 1 = («-1,2,3,4). 

Femer wird die Gleichung einer Kugel durch P^, 
1 iC^ 4- i/^ + ä^ a:, i/, 
I ^i^4-J'i^+ V- ^1. J/n 
I a^^+ya^H- ägS a^, 3/3, «3' 1 I —0, 
I V+%^ + %^ ^37 ^'si 
I 3:/ +2//+ ^4^ ^1' ^1' 
und die Bedingung dafür, daß die fünf Punkte Pj, . , . , P5 auf 
einer Kugel liegen, 

h„' + 2/„' + ^/, ^., 3/., ^„, 1| = (« = 1,2,..., 5). 

82. Dreiecksfläche. In der Ebene der x, y sei ein Dreieck 
OF^P^ gegeben, dessen eine Ecke im ITullpunkte der Koordi- 
naten liegt. Dabei mögen Pi,Pa auch durch Polarkoordiaaten 
bestimmt sein, wo a das Argument und r den Radiusvektor be- 
deutet. 



Wir nehm 



i «, > «, . Dar 



unterscheiden 



I, 



"Umkreist 
OP^,F^Ps,PsO, 



; Dreieck OP^P^ 



JI, 



-(.,>;> 



in der Richtung der Folge 
; man im ersten Falle die Fläche des 
Dreiecks zur Linken; im aweiten Falle zur Rechtea. Im ersten 
Falle ist der Winkel PiOPj, des Dreiecks ^(a^ — a^)] im zweiten 
Falle = (2jt — wj+ (<i)- Daher ist im ersten Falle die Flache 
des Dreiecks 
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83. Dreiecksfläche. 1 13 

! %i th I 
und im zwöiten Falle 

n. j(OPiP2)=|»-i»-3Sm(2jr-fi3+ «1) = — .lr,r2sin(Ka — «,) 

Nehmen wir dagegen an, es sei k^^ «j, dann unterscheiden 
wir die teiden Fülle 

III «1 - Cs < «, IV. «i - «a > rt. 

Umkreist man das Dreieck in der Folge OPy, i\-Pai ^a^i so be- 
hält man im Falle TU die Fläche des Dreiecks zur Rechten; im 
Falle IV zur Linken. Man erhält dahei 



III, ^{OP^P^)=' \ 


■.\r,sin(ß,-«a) = - 


■ H'ilh-VJi) 




und 


-!::::! 






IV, J{OP^P^)^ J 


,.',.',SiB(2»-«, +» 


>)- + Upa - 


-VA) 



^ + 11 



, y^ ■ 



In den Fällen I und IV, in denen (^j/j — ^aVi) positiv zu 
nehmen ist, hleibt bei einer Umkreisung des Dreiecks in der Rich^ 
tuagsfolge OP^fPj^P^^F^O die Fläche zur Linken; in den Fällen 
II und III, in denen (s:^^^ — ^iVi) negativ zu nehmen ist, zur 
Rechten. Man hat aOso: Die Fläche des Dreiecks OP^P^ ist 

(11) ±ih"^M. 



wobei das obere oder 


■ das unti 


ist, je nachdem boii 


n Umkre 


EichtungOPiPaOseir 


le Fläche 


ten liegt. 
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88. Fortsetzung. Ist ein Dreieck mit den Ecken 

P.-(Vfc). -P,-(»^,/a), -P,-(V».) 

zur riäctenb estimmun g vorgelegt, so verschiebt man die Kooi-di- 
natenaelisen parallel mit sich seihst derart, daß der Anfangspunkt 
auf Pg ftlllt. Im neuen Achsensyteme ist dann 

Pi - (^1 - ^Jifi - ^/o). ^2 -= (^3 - ^JP2 - ?>ol 





1' i^o. Vo 


'■ "A ± 


1, %, », i 


S. J/d 


1, «.. »! 



also die doppelte Dreiecksflache 
(12) 2^(PoPiPj,) = + i'^'~'^' 



wobei über die Wahl des Vorzeichens das oben Gesagte gilt. Die 
VertauschuEg zweier Zeilen dieser Determinante ändert ihr Yor- 
zeiohen und zugleich den Sinn der Umlaufsrichtung des Dreiecks, 
Vergleicht maa (12) mit (3) und (3 a), so erkennt man: die 
oben aufgestellte Bedingung (3) dafür, daß drei Puakte auf einer 
Geraden liegen, besagt, daß der Inhalt des mit ihnen als Ecken 
gebildeten Dreiecks gleich Null ist (vgl. Nr. 78, 8. 108). 
84. PolygonflSche. In der ;K)(-Ebene sei ein «-Eck 
PoP^P^...F^_^Pt, 

gegeben , dessen Seiten sich gegenseitig nicht schneiden. Wir 
wollen zeigen, daß die Summe 

(13) ^^iIV\Px^i)-^^2!\u ^;. 'Jx l 

dem absoluten Betrage nach die E'läclie des «-Ecks gibt, und daß 
das positive bzw. das negative Vorzeichen des Bummenwertes 
angibt, daß beim Durchlaufen des Umfanges in der Richtung 
PpP^Pj ... P^_^Po seine Eläehe zur Linken bzw. zur Rechten liegt. 
Wir nehmen an, der Satz sei für jedes w-Eck richtig, also auch 
für PqPi . . . P„_i UBd zeigen seine Gültigkeit für jedes {n + l)- 
Eek p0pj...P„_jP„. Um die Anschauung ku fixieren, nehmen 
wir die [Jmlaufsrichtnng PjPj^Pg . ■ . P„ als die, bei der die Fläch© 
zur Linken bleibt. Die Fläche des »-Ecks PqPjP^ . . . P„_jP(, 
wird dann gleich dem positiven Werte der Summe (13). Wir 
ziehen die Diagonale PqP„_i und zerlegen dadurch das {n + l)- 
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Eck m das «-Eck P,Pi...P„_i und das Dreieck Po-P„_iP„- 
Hier sind die beiden Fälle zu unterscheiden, ob das Dreieck 
gana außeihalb odei ganz innerhalb des w-Ecks liegt; ein teil- 
weise!) Uberdeckea ist, da die Seiten sicii nicht schneiden, un- 
moglicb. Im eisten Ealle ist der absolute Wert der Flache des 
(« + l)-Eeks größer, dagegen im zweiten Falle kleiner als der 
der Fläche des w-Eoks. Im ersten Falle muß bei der Umkreisung 
PqP^_^Pj^Fq des Dreiecks seine Fläche zur Linken bleiben, im 
zweiten zur Kechten. Dies ist, wie man ohne weiteres sieht^ auch 
wirklich so. Man muß also zur Fläche des «-Ecks in beiden Fällen 

addieren, um zu der des (n + l)-Ecks zu kommen. Damit ist die 
Formel (13) allgemein bewiesen, weil sie für » = 3 gilt. 

85. Produkt zweier Dreiecksfiäclteit. P^P^Ps und -Pi-Pg-Pg 
seien zwei Dreiecke in der a:j/ -Ebene. Dann ist das Produkt ihrer 
Flachen bestimmt durch 



) i 



I 0, 0, 0, 1 I 



ij(F^l'^P^)-j{P^Pr,P,) ^ - 



1, '„ »,. 


i„ a!„ X, 


1, i„ y„ 


l/ii Vt, i/s 


0, 0, 0, 1 1 


1, ], 1 



'l»4+^lÄ, ^l^+J/lJ/ä! ^vH+VlVf.^ 1 

1, 1, 1, I 

Von der ersten Zeile dieser Determinante subtrahiert aidn die mit 
-V \{x-^ ■\- Vy) multiplizierte vierte, von dei zweiten die mit 
+ M^3^ + yt) multiplizierte vierte, usf , daianf von dei eisten 
Spalte die mit -^-^{3:^ -{-yi) multipliziei te \ierte ^on der 7wei 
ten die mit \(3:^ + 3^5') multiplizierte vieite usf Dann wird das 
Element, das der a"™ Zeile uud der (,i— "1^ " Spalte angehört, 
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iJ{p^p^p^)J{l\p,J',^-- 



llß Kap. X. Geometrie che Anwendungen, 

■und daher naflh Änderung der Zeichen in den drei ersten Zeilen 
und in der letzten Spalte 

! i-iP^p.y, UP.P^T, UP2P>y, 1 : 
I ^(p^Pif, HPsPi)\ HPsPs)^ 1 : 

I 1, 1, 1, : 

Wir mal tipli zieren in dieser Determinante die drei ersten Zeilei 
je mit 2, die letzte Spalte mit ^, und um dies auszugleichen dii 
liake Seite der Gleichung mit 4, so folgt die Umwandlung 

, (PiPi)', (PiP^^y, c-PiP«)'. 1 

s , (^a-Pj^r (-PaA)^ (A^g)'- 1 

H>^(^,i',/-3jJ(,J,i,i',l ^^^^^^,^ ^j,^^^^,^ .p^p^^,^ j 

1, 1, I, 

Läßt man J\ mit Pj zusammenfallen, P|j mit Pg und Pg mit 
Pj, so entsteht für das Quadrat des Inhalts eines Dreiecks 

0, (i*l-P2)^ (-Pl-Ps)^ 1 
1 (P^P^'f, 0, {Pi,Pz)\ 1 
i (l'iPa)*, (J'^-P3)^ 0, 1 " 

1, 1, 1, 

Diese i'ormel läßt sich leicht in die hekannte elementare um- 
formen, die den Inhalt eines Dreiecks durch seine drei Seiten 
a, b, c bestimmt, nämlich in 

J{-P^P^P^) = l/s(s"- 7^'(s~-b I ^7-^^ (2 ^ = « + ft + e). 

86. Tetraedervolum. Wii is ollen den absoluten Wert des 
Volumens eines Tetraeders bere hnen das eine E ke im Anfangs- 
punkte hat und dessen andere diei Etken duiüi ihie rechtwink- 
ligen Koordinaten 

-Pi = (V2/iK), P^ = {^M^^\ Pi-{^JyJh) 

bestimmt sind. Dann hat die Tetraederebene P^P^P^ nach Nr. 81 
8. 112 die Gleichung 



U-j{F^P^Pgy^ 
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86. Tetraedervolum. 



1 äer die Koeffizienten Ä^^ , . . . , A^^ die Adjunkten der Elemente 
', «, e, 1 der ersten Zeile von 



^1. &i^ 



bedeuten. Durch Division der Ebenengleichung mit der nicht ver- 
scliwindeiideii Grotte 

geht aus der oben angegebenen Form die sogenannte „Nonual- 
form" hervor. Diese hat die Eigenschaft, daß für jeden Punkt 
-^0 "^ i^o/^o/^t) ^^^ absolut genommene Wert des Quotienten 



gleich der Liiiige des von Pj, auf die Ebene PiPjP^ getUllteu Lotes 
wird. Insbesondere liefert er für P^ = (O/O/O) durch 



den absoluten Betrag dea Lotes g vom Nullpunkte auf P^I'^I'^. 
Da nun, wie in der analytischen Geometrie bewiesen wird, der 
Nenner Af^ den doppelten Inhalt des Dreiecks Pj^P^P^ gibt, so 
iat der Zähler 

±J.^4= 23^(p^PjP3) = ey, 

wo Y das Volumen des Tetraeders OP^P^Pg bedeutet. Man hat 
daher, wenn mau für A,, den Determinanten -Wert setzt, 



(14) y-±Ti\ ■«!, 9!, «! ■ 

Um das Volumen des Tetraeders f'o'^i^aA ™it a 
gen Eckpunkten 

K-MsM («-0,1,2,3) 
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ZU berechnen, rerlegen wir duret Parallel- Verachiebung der Achsen 
dea Anfangspunkt nacb P^ und erbalten ähnlicb wie beim 
Dreieet für das Yolumen T von l'^P^P^Pj 

I I 1. «0. 2/0, 2"' 

I '.-».,!',-».. %--.| ,.!,,,„.„ 

(15) F=±|l J^s-^o. J/a-yoT «2—^Q 



1. %i J/ä, ^3 
I 1. %, %. ^3 



Hier wird die geometrische Bedeutung der in Nr. 81, S. 112 
aufgestellten Bedingung ersichtlich, dafür, daß die vier Punkte P„ 
auf einer Ebene liegen; das Tetraeder mit den P„ als Ecken hat 
das Volumen 0. 

87. Produkt zweier Tetraedervolmnina. Wir bilden das 
Produkt der Volumina V und V' der beiden Tetraeder mit den 
Ecken 

Durch Ränderung von (lö) erhält man die Form 



1, 2, 3, 4), 



1, i„ !/i, i„ 




0, 0, 0, 0, 1 


1, ii, »1, %, 




»,', ',', %', <, 


1, «j, »., '„ 




üi', >,', ».'. »»'. 


1, i'i, »4. 2i, 




,;, <, «,-, «/, 


0, 0, 0, 0, 1 ■ ! 1, 1, 1, 1, 


«i< + !/i»i' + «i< > : 



"" a^4< + J/iJ/i' + ^t^i', ■■■, 1 !' 

; 1, 1,1,1.0 i 

und macht man jetzt die entsprechenden Operationen zu denen 
aus Nr. 85, so entsteht 

I, (p.p;)', ^.., {i\K)\ 1 



W,')'. 



(p.p,)'-(«.~V)' 
(^p^p')' 1 . +(31.-11,1)' 

i. '0 +(».-«/)'■ 
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Läßt man jedes P„' mit dem eatsprechenden P^ zusammeti- 
fallen, so ergibt sich 

I 0, (I'iPiY, (A-Pa)^ (•Pl■P4)^ 1 

{PiPi)\ 0, (P^PsY, (■P^■P4)^ 1 

288Tä= ! (P^Pg)^, (PgPg)^ 0, (P^P^y, 1 

1 (PlP4)^ (p^P4")^ (-Ps-Pi)*, 0, 1 

I 1, 1, 1, 1, 

so wird also das Quadrat des Tetraeder Volumens darcli die Qua- 
drate der sechs Tetraederkanton aiisgedrücltt. 

Kapitel XL 

DUfereiitiation von Determinanten. 
SS. Differentiation von Determinanten. Da 

so folgt bei partieller Differentiation von D nacli a^^ 



(2) D =_^ «no 0^~ ^n^ ebenso D = /^ «jn g-— • 

Differentiieren wir (l) partiell nach dem Elemente o^^, wobei 
T ^= p, r =1= ö seia soll, dann wird die zweite partielle Ableitung 
von D 

gleich der Adjnnkte zu «„„ö,^ in D, also auch gleich der ku 



Daraus folgt 



"H^".. 
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Kap. XI. Differentiation yon Determinanten. 






"28 "Sl "2 



Die Verallgemeinerung dieser rormeln durck weitere Differen- 
tiationen ist naheliegend. 

89. Differentiation nach einem Parameter. Gesetat, alle 
Elemente «jj sind Funktionen einer vinabhäugigen Veräjiderlic!ien t, 
und die Ableitungen nach, diesem t werden nach Lagrangesclier 
Weise durch Strickelung angedeutet: - 



■ dt 



■ dt^ 



folgt bei der Differentiation von II nach ( unter 
von (1) für Q, 3^1, 2, ...,n 






(5) 



= ^^eiVi +-^^estV+ ■■■ ^-^'^fV' 



«l'l 


, 0„, ... 




»11 


, «j'j, ... 


<l 


,»,!,-.. 


+ 


"ül 


, «„, ■■ 


°' 


, «,„ ... 




«31 


, Oj',, ... 



90. Beispiele. Versteht man unter a, Ji,r, ... Funktionen 
von ( und setzt 

j a, a, a", . . ., «(""'' 

h, h', b", . . ., fcl"-'' 



iD = 



so verschwinden bei der Anwendung von {•>) die ersten (« — l) 
Determinanten wegen der Gleichheit zweier Spalten (Nr. 11, S. 14), 
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i Paiamoter. 



und man erhält für die Ableitung lediglich 



2)' = 



c("-ä| cW j 



Als zweites Beispiel diene die Potenzdeterminante (Nr. 2 
Kr. 30, S, 39 ff.) 

1, 1, ..., 1 j 

'i, 's. ■■■. ', i 

'l^ *a^ ■ - ■ . *„^ I ' 



'i"" , fa""^S - 



. C"^ 



in der t^^^ f^, - ■ -, '„ voBeinander unabhängige Variable sein sollen. 
Dann erhält man -^■, indem man die Elemente der ß*™ Spalte 

0, 1, 2/„, 3f/, ..., (k — i);/-'' 

ersetzt Demnach wird bei Anwendung dieser Regel für ö = 1, 2, 



dt,dt,---~8t„^ 



Di-ittens betrachten wir die symmetrische Determinante 

B-!»,.! (<.„-«.,), 

setzen alle Elemente als konstant voraus mit Ausnahme von 
"di^ a„„, die = i sein sollen, und differentiieren nach (, Dafür 
ergiht (5) 

D'^A^^ + Ä„^=2A^, (Nr. 47, V, S. 65). 
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Handelt es sich dagegen um eine scbiefsymmetrische De- 
terminante 

-B-I«,.l (<■,.--«.,! «,.-«). 
WO alle Elemente mit Ausnahme von a — — a„ = ( kon- 
stant sind, so liefert die Differentiation nach t gemäß (5) 

Nun hest«ht nach Nr. 53, S. 73 die Relation 

A,-(-i)-'^,.i 

also ist für grade n die Ahleitung 

fttr ungrade n dagegen wird die Ableitung 



Kapitel XII, 

Die FuTiktionaldeterminanten. 

ei. Punktionaldeterminanten. Es seien »Funkfcionen y^, 
y^, ■ ■ ., y„ von n Veränderlichen x^, x^, . . ., x^ gegeben. Dann 
heißt die aus ihren n^ ersten Ableitungen gebildete Determinante 

(1) j-\m (i, fc=i, 2, 3, ...,«1 

die Funkfcionaldeterminante oder die Jaoobische Deter- 
minante der Funktionen y nach den x. Maa schreibt sie, wenn 
man die eingehenden Variablen veransciauHchen will, 

(2) r_|t-'— 'i '-^ 

^ ^ d T X^ X 

Fs st ofoit eraji^lithth daß lex dei Vettauschung zweier y oder 
zweier a- untere nander lie Determinante nur ihr Vorzeichen 
2ndeit nicht ihren absollten ¥(eit 

Die Minoren yOk J sind wiedei Fusktionaldeterminanten in 
Hinsicht auf die m sie eingehenden i unl y. 

92 Implizite Funktionen 8md lie y als explizite Funk- 
tionen der a' gegel en o ma ht die B Idunt, von / keine S ' 



y Google 



91. Puiifctionaideterm. 92. Implizite Funkt 98. Umformung. 123 



keiten. Wir unterauchen jetzt den weniger einfachen Fall, daß 
die jj, i/j, . . ., y„ durch die n Gleieliungen 

(3) -ffC^i. J/f. ■ - ■' y.; %' ^8' ■ ■ ■, ^J = (i = 1, 2, 3, . . ., n) 
implizite als Funktionen der x bestimmt sind. (3) liefert durch 
Differentiation nach a;^ 

~dx, dy.'di, ^ dy'.d^l '^ " ' ^ dVn'ö^k' 
führt man nun das Produkt der beiden Determinanten 



(3.) 



dy. 


cx^' ■ • ■ 


0^ 




dVn 


Sy« 



aus, so erhält man vermöge der Gleichungen (3 a) 

g( fi,F, P n) . g(yi.y.....,y„) 

d, h, es wird 
S(yi,y, y„) 



(i,ft = l,2,...,M) 



(4) 



K^t.ü 



t-(~'y 



Syste 



. Umformung 

1 (3) kann man 
. ., M eliminiert 



d{F^,F ^,...,F,;} _ d(,F,,F^, .. 

der Fanktionaldeterminaate. 

ta amformen; für jedes 
Gleichungen (3) die () 









und lost die 
Größen 



Gleichung, die i 



■,y« 



noch die (ji + l) 



enthalt, nach y^ auf; dadurch kommt man auf c 
n Gleichungen „ , > 

(3a) Lj^^ Gsiyi,yä;xs,...>x„), 



Vn^ ^Syi^y-i^ - ■ ■) ^/v,-!)^«)- 
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Nimmt man nun fliv die F^ in (3) und (4) die besonderen Formen 
; der n^ partiellen Ableitungen die 

7- -«■■■■ 



dann geltet 
Beziehvingei 


1 in dem Systeme 


S-. 


dF, _ 1 ^r^'. 



und 








8«, 


2 ff. 




di-\ ac, 

Si, 8ai ' ■ ■ ■ 


n-. 




dF, de, 

8«i 8ai' 


ei\ da. 


11 = 0. 




1^ = 0, 


dF, _ cG, 
da:, dx,'"' 



also wird 



^— ^ ' = 1 und — ■= — 



ae. 



(4) geht daher über in die Gleichung 
(4») 



Sd/,,», !/J_ä<£, de,_ 

8(1, >,',...;«!.) 8i, ■ 8i, ■ 



94. Funktionen von Funktionen. Wir utitersuolien weiter 
den Fall, daß die Variablen )/,, 2/^, ^3, .-,?/„ als Funlitionen von 
^1, «2, 2g, . , , s„ und diese ihrerseits wieder als Funktionen von 
X,, Xa, Xo, . . ., X gegeben sind. Man bat dann 



. djn ^ 4. ^ ^f s j . . . 4. t^i ^^ 



' dl, Ix, ^ 



+ ■■■ + 



ä.,8i, i'.*-!. '''•■■. "> 
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oder in anderer Schreiljweisi 
(6) 



8(«,,»,,...,<i:J 8(/,,J,, ...,«,) 8(«,,«,,...,a!j' 



(6) 



Ist inslDesondere das System der a:^ identisch mit dem der j/^, 
Ton dem wir ausgingen, 

dann gelit (ö) ülier in 

a(a:,,a;, x„)' 9(^,,2,, . , .,3„) ^■ 

l'iir » =^ 1 efitstehen aus (5) und (6) bekannte Poiineln der 
Differentialrechnung, 

95- Delation zwischen den Funktionen. Es ist charak- 
teristisch für das Bestehen einer Eelation zwischen 
l/ii l/s' ■ ■ ■' ^ji' ^^ß ^i^ Jacobiaohe Determinante 

9(;/i.y. yJ 

identisch verschwindet. 

Daß das Verschwinden notwendig ist, folgt so: Es sei 
- H(*/„!/3,...,»*„) = 

die von den «Punktionen i/j^, yg, - - -, ^„ identisch erfüllte Eelation, 
wohei H von expliziten x frei ist; dann mnß das Gleichungssystem 





dR 8y^ 




.dH3y„ 


= 0, 








dy-i 8x„ 




, BHdy„ 


^0. 




Nun sind 


nicht alle 


Ahleitungen 
dH dH 


cH 








gleich 0, 


weil sonst H von allen 


«/ unahhäng 


ig war 


e ; also 


ist 


nach Hr. 


64, S, 88 




;0, 








womit di 


e Notwendigkeit des Verschwindens vi 


)n / bewiesen 


ist. 
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